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Bevezetés

Ezen értekezéé a kombinatorika egy jelentds, Viszony—
lag uj, és dinamikusan fejléd8 dgdhoz, a hipergréfok‘elméle—
téhez kapcsoldédik. A hipergrifok a gréfok éltalénositésai.
Az elgd monogréfia, melyben a hipergrifoknak killon fejeze-
tek vannak gszentelve, C.Berge konyve [3] . B anjv megjele-—
nésétd8l /1970/ 4dltaldnos a hipérgréf elnevezés, az elmélet
alapjai azonban régebbre nyulnak vissza, halmazrendszerek,
r-grifok, dltaldnositott grifok elnevezdéssel sok dolgézat
foglalkozott olyan kérdésekkel, melyeket ma a hipergréfbk
‘elméletéhéz sorolunk.

| Ertekezéslink hipergrifok éleinek Qshcsparticiékkal
torténd lefedéseivel, tovidbbd hipergrifok éleinek lefogd-
halmazaivallfoglalkozik,‘és e két kérdés 6észe§ﬁggéseivel.
Az eldbbit aZért tartjuk érdekesnek, mert-tﬁbb'ismert prob--
1éméhoz kapesolddik - ezt késdbbiekben részletezziik - az
utébbira pedig a kombinatorika szdmos kérdése vigsgzavezet-
het8. Lefogdhalmazokkal kapcsolatos eredmények és problé-
mék sokasdga taldlhaté [ﬁ] és[lB] miivekben, ¢

Az értekezés nagyobb része /1.,2.,3. fejezet/ egy
problémakﬁrrel,‘teljés.és g-0sztdlyu teljes hipergrifok
particidfedéseivel foglalkoéik. Egj hipergrif particidfe-
désén a csucsok olyan pérticiéit értjiik, melynél minden
él benﬁe van valamelyik particiébvalamelyik osztélyébén.
Egy ® szamu particiébél 4116 particidfedést s-réti parti-

ciéfedésnek nevesziink. Lirdekl8désiink f8leg olyan problémdk



.6 -

felé irdnyul, hogy egy s-réti particidéfedés esetén mekkora
feddhalmaznak kell léteznie, illetve hiiny fedéhalmazzal

fedhetdk le a hipergrif csucsal, Kidefﬁl, hogy e kérdések-
nek tobb arculata van. A kiovetkezd tétélt hdrom ekvivalens
alakban is kimondjuk, ezzel eérzékeltetve ezt a tobbarcucd-

got:

l.tetel: Kﬁ /a teljes s rangu uniform n pontu hipergrAf,
g £ n/ s-rétii particidtedése csak trividlis lehet, azaz
valamelyik puarticid egyetlen fedShalmazbdl 411,

1’,tetel: Kﬁ éleinek minden s szinnel vald szinezésében
valamelyik szin élei Osmszefliggd, n csucsu régzhipergrifot

alkotnalk.

1, tétel: Ha epgy 8 osztdlyu hipergrafban birmely s élnek
van kdzds csucsa, akkor az Usezes élnek van kozOs csucsa.

/lleltetelezve, hogy létezik legaldbb s gzdmu él./

Altaldban H hipergréf s—rétﬁ particiéfedéseire vo-
natkozd kérdéseliet I duilis hipergrifjira Atfogalmazva s-
oszt4lyu hiperprifokra vonatkozd probleémdkat nyerUnk - e
2ek kizill az epyik H.RQyser egy sejtése, mely szerint egj
8 omztilyu hipersritra T & (s-A)V , ahol V a riiggetlen
élek maximilis szamit, T; pedig az éleket lefogé csucsok
minimilis sz mAt jelenti. I sejtésnek két specidlis ese-
tét bizonyitjuk be,’a V=1, 8=3¢és8aV =1, s=4 esete-

ket 2.tctel és 4.tétel/. ¥ =1 esetére minden s-re bebi-



zonyltjuk e sejtes epgy kﬁvetkezményét, hogy egy 8 osztilyu
e élil hipergrif Y= 1 esetén tartalmaz [%;:I] foku csu-
cgot / 5.tétel/. A Ryser sejtés =2 ~re Kénig Dénes ismert
tételét adja [11] , mely szerint phros grdafban g filggetlen
élek maximalis szdma éa agz élekef lefogd pontok minimalis
gzima megegyezik. Az 8 2 3 esetben a nehézaég éppen az,
hogy a lefogdhalmazokat és az éipakolﬁsokat nem tudjuk cel-
szeriien kaﬁcsolatba hozni, |
| A particiofedések téméja'egy mdsik megfogalmazds-

ban 4ltaldnositott Ramsey-tipusu problémdkhoz kapcsolédiki
azt kérdezzitk, hogy egy teljes /vagy s ogztdlyu teljes/
hipefgréf éleit szinezve, mekkora sszefiiggl monokromati-
kus részhipergrdf létezik? Rzt a kérdést grifok esetére
Gerencsér Ldszld és a szerzd [6] dolgozatdban vetette:
fel. Itt hipergrédfokra vetjilk fel ugyanezt a kérdést. lleg-
Jegyezzlik, hogy ebbdl az irdinybdél kezdtilk vizsgdlni a par-
ticiéfedégek kérdégét. A 3.tétel dltaldnositja a {6] i11.
{l] -ben gzerepld eredményt, mely szerint egy teljes graf
éleinek 3~szinezésében mindig van egy, kb. a pontszidm fele
nagysdgu Ssszefiiggl egyszinii részgrif. Az 5.tétel megjavit-
Ja [6] becslégét o szinnel vald szinezés esetére, lényegé-

benn a lehetd legjobb becslést kapjuk: n pontu teljes graf

*
éleit s szinnel szinezve, mindig van egy legaldbb { snl ]
pontu egyszini Ssgzefiiggl részgrif. A 6. és T.tétel "va-
16di" hipergrif-tétel, olyan értelemben, hogy gréfokra
nem érvényesek. A T.tétel igy s2z6l: s > 3 esetén Ki é-

leit s+1 szinnel szinezve, valamelyik szinben van egy leg-

' *
l’]'S . . ” N . -, . ’,
aldbb E}EIT#] pontu Osszefliggd egyszinidl részhipergrif -
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ég ez a lehetd legjobb eredmény. A 6.tétel ezt s+l -rdl
g+j szinre dltaldnositja, ahol j kicsi s-hez képest. Ebben
az esetben az eredmény csak amszimptotikusan pontos.

Egy hipergréf'lefogéhalmazén csucgainak olyan rész-
haimazéf gzokds érteéni, melynek minden €llel van kz0s
- coucea. Az eddig vdzolt problémik legtobbje kapcsolatban
van léfogéhalmazokkal, ez az oka annak, hogy tovdbbi két
fejezetben foglalkozunk velilk. A 4. fejezet hipergrafok
boszegének 1efogéhalmaiaivai foglalkozik - ezek a vizsgi-
latok Lehel Jend és a szerzd kordbbi / {7] és [81 / dol-
gozataihoi kapcsolédnak, itt azonban els6sorban hipergrif-
elméleti sZempontbél vizagdljuk a kérdést. Bebizonyitjuk
C.Berge egy sejtését /1.tétel/ tovdbba, hdgy kiegyensu-
- lyozott /balanced/ hipergridfok Osszegében Y korlAtossdga
T korldtossdgit vonja maga utdn. A fejezet ﬁéhény nega-
tiv eredményt is tartalmaz. Az 5. fejezet egy minimilis
lefogéhalmazok szdmdra vonatkozd becslést ismertet egy
kbvetkezményével: egy r rangu hipergrifnak legfeljebb
rk_ 1egfe1jebb k elemil minimdlis lefogdhalmaza lehet.

- A szokdsostél eltéréen a hasznilt fogalmakat és

jelvléseket a disszertdcid végére helyeaztiik el.



1. Particidéfedések hipergrdfokon.

1. Legyen H = /V,E/ egy hipergrdf. H csucsainak partici-

$idn V diszjunkt, nem lires osztilyozdsdt értjik. Legyen
adva H csucsainak néhdny, mondjuk s szdmu particidja. Azt

mondjuk, hogy ezen g particid lefedi H éleit, ha E minden

elenét tartalmazza valamelyik particid valamelyik osztd-

lya} A particiék osztdlyait fedShalmazoknak fogjuk nevez-

ni. H éleinek lefedését s particidval az s-rétil particid-

fedés kifejezéssel is helyettesiteni fogjuk a rovidség
kedvéért. Ha nem lényeges az, hogy hdny particig szerepel;
egyazerien particidfedésrdl beszéliink, |

Legyen P és ) két particidé H hipergréfon. Ait mond-
juk, hogy P finomabb Q-nél; ha P minden fed&halmaza része
Q valamely fed8halmazdnak. Egy hipérgréf particiéin ez
nyilvin részbeh rendezést definidl, Ha P és Q particidéfe-
dégsek H hipergrdifon, akkor P-t finomabbnak mondjuk Q-ndl,
ha minden P-beli particié.finomabb valamely Q-belinél, |

Egy particid trividlis, ha egyetlen fed8halmazbdl

411, Bgy particiéfedés trividlis, ha van trividlis partici-

éja. Nyilvénvald, hogy egy trividlis particiéfedésnél min-
den mds particidéfedés finomabb, V

Legyen P particidéfedés H = /V,E/ hipergridfon. Tekint-
sitk azt a hipergréfot, melynek csucshalmaza V, élei pedig
P particiéinak feddhslmazai. Ha egy fedShalmaz tobb par-

ticidban is szerepel, akkor ezt megfeleld multiplicitds-
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sal vesszilk. Az igy definidlt hipergrdfot P fedéghiper-
grifjdnak nevezzik, és H/P/-vel jeltljik. Jegyezziik meg,
hogy H/P/ hipergrif nem mindig egyszeri hipergraf. H/P/

azon részhipergrafjait, melyek egy particid feddhalmaza-

ibs1l 411lnak, a pqrticié pirhuzamos osztdlydnak nevezziik,
EBgy pérhuza&os’osztély nyilvin H/P/ csucsalt lefedd fiig-
getlen élrendszer. A H/P/ hipergrif élei természetesen le-
fedik 0 eleit.

Sokszor fog szerephez jutni H/P/-nek az a részhi-
pergrdfja, mely 1I/P/ /tartalmazisra/ maximilis éleibdl
41l - egy élt csak egyszeres multlpllcltqssal szdmolva.

Ezt a hipefgréfot P particidfedés ba21shlpergrafjﬁnak

nevezéﬁk és H/Pmax/-al jelﬁijﬁk. Beszélhetiink 11/Pnax/
‘pidrhuzamos osztdlyairdl is - ezek H/Pmax/ azon részhi-
pergrﬂfjai, melyek élei egy particidhoz tartoznak. gy
pirhuzamos osztdly II/Pmax/-ban fiiggetlen clrendszer -
H/Pmax/ csucsait azonban nem biztos, hogy lefedi egy pdr-

huzamos osztwly. Je gyezgzilk meg, hogy 11/Pma3 / blrmely ket

kiilonbozé élére e %f. Két particiéfedés hasonld, ha bd-
zishipergrifjaik izomdrfak, és a pdrhuzamos osztilyok is
egymfigba mennek 4t az iéomorfi@musnﬁl. A hagonlésig nyi1~
vin ekvivalencia reldécid epgy hipergrif particidfedései k-

zott.

2. Tekintsilk most a H=/V,B/ hipergrif epy clszinezését s
szinnel., H maxim<4lis egyszinii részhipergrdifjainak dssze-
fliigeé komponensei s-rétil particidicdest noflnl Inalk H-n.

~ -,

Tzt a particidfedést az clszinezds “1tal renerdlt parti-
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cidfedégnek nevezzitk., MAsrészt, ha kiindulunk H egy s-retii

particiéfedésébsl, akkor ebbil kaphatunk élszinezést ugy,
hogy azokat-az éleket, melyek az i. particid egy fed8hal-
mazdba esnek, az i, szinnel szinezzuk, minden 14 i%g -re,
Ilymdédon persze egy el tabb szint kaphat, ezért a tobbszor
gzinezett ¢lekrdl hagyjunk el szineket izlés szerint, amig
véglil minden élhez csak egy szin lesz rendelve. Egy élszi-

- nezést, mely/a fenti médon adddik, particidéfedés dltal

generalt élszinezdésnek neveszziik, A definicidk kdzvetlen

folyomdnyai a kivetkezd d11itdsok:

Al: H hipergrifon egy g-rétii pgrticiéfedés olyan €lszine-
zégeket generil, melyekben legfeljebb s szin.van.'

A2: Ha egy élszinezést H hipergrifon P particidéfedés gene-
rilja, akkor ez az élszinezés olyan Q particidéfedést

generdl H-n, mely P-nél finomabb.

Az élek.s szinnel vald szinezése g-réti particidéfe-

.E;

dést general,

3. Legyen P particidéfedés H hipergrdifon és tekintsiik en-
nek H/P/ fedéshipergrifjdt. H/P/ dudlis hipergrifjira
mondunk ki két 411itdst, melyek a definicidk kivetkezmé-
nyeis
Ad: Ha P g-réti particidéfedés H-n, akkor H/P/ dudlisa g-
ogztdlyu hipergrif, melyben nincs izoldlt csucs. |
A5: H hipergrif egy ¢lének H/P/ dudlisdban élhalmaz felel
meg - ezen €lhalmaznak van kbz68 coucsa. ‘ |
Egy & osztdlyu, izoldlt csucsot nem tartalmazdé hipergrsf-

bd1l kiindulva, a dudilis hipergrif segitségevel s-réti par-
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ticiéfedést kongtrudlhatunk, Veg&ﬁnk egy s osztalyu, izo-

141t csucsot nem tartalmazd hipergrdfot, melyben &élhalma-

zok vannak kijeltlve, ugy , hogy minden egyes élhalmaznak
van kizds csucsa. Tekintsiik ennek duélis hipergrifjit, és
legyen

V a dudlis hipergrdaf csucsainak halmaza

E az & osztdlyu hipergrif kijeldlt ¢lhalmazainak

megfeleld ponthalmazok V-ben

P particidéfedés egyes particidit az s osztdlyu hi-

pergraf csucsosztdlyai definiadljdk - azaz a dud-
lis hipergrif élei alkotjék»a particidéfedést.

A6: A fenti mdédszerrel kapott H = /V,E/ hipergrifon P g-
rétii particiéfedes.

Frdemes kiemelni azt az esetet,'amikor P particid-
fedést egy teljes, uniform hipergriafon definidljuk. Ebben
az’esetbeﬁ ugyanis az A4.,A5.,A6, d1litdsokban megfogal-
mazott parhuzam az s osztdlyu hipergrifok és a particid-
fedések kozott egysierﬁsﬁdik:‘

AT: Ha Kg -en P egy s-réti particiéfedés, akkor Kﬁ fedésg-
hipergrdfjdnak dudlis hipergrifja olyan s osztdlyu, n
61U hipergrif, melyben bdrmely r élnek wan kdzds csu-
cga., Forditva, egy‘n é1ii, s osztdlyu hipergrif, mely-
ben bdrmely r élnek van kbozds csucsa, €s nincs izoldlt
pontja, definidl egy s-rétii particidéfedést Ki hiper-

gréifon,

Jegyezziik meg, hogy az s-rétil particiéfedesek és a

megfeleld s osztdlyu hipergrifok ekvivalens fogalhak. Ez
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azt jelenti, hogy az A4.,A5.,Ab, és8 AT.-ben kifejezett le-
képezésék az g-rétll particiéfedések és bizonyos s oszti-
lyu hipergféfok kozott egymds inverzel. Ennek atgondola-
sdhoz csak az kell, hogy egy ﬁipergréf'duélisinak dudlisa -

az eredeti hipergriffal izomorf,

4. Tekintsiik azt az esetet, amikor H-t teljes uniform hi-
pergréfnak‘vélasztjuk, azaz ﬁ = KE /A kés8bbi tételek
nagy részénél igy fogjuk H-t megvilasztani/. Ebben az e-
setben a particidfedéseknek kapcsolatuk van az u.ﬁ. fél—

' 0ldhaté /resolvable/ t-design-okkal. [5]. ninden feloldha-
té‘t—design‘ﬂv = 1 -el_egy particiéfedést ad, amelyben egy
parélell ogztaly felel meg égy'pafticiénak,Aa blokkok pe-
dig a fedShalmazoknak., A particiéfedés a feloldhatd t-
designokndl "szabadabb" struktﬁra, hiszen itt azt akarjuk
csupdr, hogy H minden éle legaldbb egy fedthalmazban le-
gyen benhe‘.Bizonyos "kritikus"-esetekben azohban égy par—
- ticiéfedés 1éte vagy nemléde pontosan a meéfe1e16 felold-

haté t-design 1étezésén mulik,



— 14 —

2. Teljes, uniform hipergrdfok particidfedései.

1. Néhdny példdt adunk particiéfedésekre.

_1‘1.' Legyen' nar és osszuk fel K; csucsait egyenletesen
r+l részre, jelolje Ay az i. réezt. Ky r+l -rétil partici-
éfedégét definidljuk igy: az i. particid egyik fedéhalmaza
Ay » a masik V/Ki/ - A oA fedéshipergréf és'bézishiper—

' , . . %X - P . e . )
graf rangja [,?*i ] , €8 a bazishipergrafban minden pont

foka r.
P2, jll:].es n = /r-l/gu +. /3+1/u valasztasqal bontsuk

fel Kh osucsalt Al,A2,...,A Aj+1 dlszaunkt u elemu hal-

j’
mazukra, tovdbbd BysByyeessB,_; diszjunkt ju elemi{ halma-

zokra, Ki r+j -réti particidéfedésének bdzishipergrafjit
' 4

definiiljuk: az élek az  \J Bou Ay halmazok /i=1,2,..
: ; ka4
ensds j+1/’és az \J A v U B, halmazok /i=1,2,...7/.
k=4 kf‘ .

- Az 1lymodon kapott baz1sh1pergraf unlform, rangja
/r-l/ju + U, Minden pont- ioka r vagy r+1 MegaegyeZzuk
~hogy Jj=1 esetén az elsd peldat Pl- et adja P2 is.
' gg. Legyen r piratlan ésg 3-al oszthatd. Tekintsﬁnk r/r+l/
pontot egy M matrixban elhelyezve, melynek r sora és r+l
oszlopa van, A matrix elemei legznek hipergrafunk pontja-
i. Definialjuk El’Ez"'°'Bk éleket k=215i14 -re a ko=
vetkezd mdédon: ' |
8. 184 isS r+l -re, paratlan i-re E; -t ugy kapjuk,
A hogy M—b6l elhagyjuk az i, osz-
lopot és az i+l-ik oszlop felsd

,% elemét,
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1€1iSr+l -re, piros i-re Ei-t ugy kapjuk, hogy
M-b&1l elhagyjuk az i. oszlopot és
.~ az i-1 <1k oszlop fels§ % elemét.
< Zfill' -
b, 1215 5 re Er+1+i
b6l elhagyjuk a 2i -edik és 2i-=1 -edik oszlop

alasd Q%E elemét,

-t ugy kapjuk, hogy M-

Konnyii. byelétni‘, hogy az Ei élek /1€ i€k/ lefedik M Usszes
r elemi részhélmazét, ezért az E; , M - E; élek egy k-re-
tii particidéfedést alkotnak Kr/r+1/ -eh. A bazishipergrif
uniform és rangja r/r- 3/
Megjegyzés: a fenti konstrukecid kiteraeqztheto minden
r/r+1/u alaku n gzimra /ug,l,egesz/, ugy, hogy egy pont
helyébe u pontot tészﬁnk._Ekkor tovdbbra is k-rétii parti-
cibéfedést kapunk, a bézishipergréf /és fedéshipergréf/
rangja pedig uw'r./r- %/ lesz,
P4. Legyen n ponton adva egy feloldhats t;design, A =1
paraméterrel, r pdrhuzamos osztdllyal, melyben b nagysdi-
gu blokkok vannak, /Peldaul n=8, t=3, r—7 b=4 esetén az
1234~ 5678 1256 3478, 3456-1278, 1457 2368, 2357~ 1468
2458~1367, 1358-2467 egy ilyen 3-design/

 Tekintsilk most a fenti adatokkal Kg r-réti feds-
- gét, Ha ezt ugy akarjuk megcsinélni} hogy a fedéshiper-
graf rangja'a 1ehet6 legkisebb legyen, akkor ez a rang
nyilvdn b, és a feloldhatd t-design egy ilyen r-rétﬁ fe-
dést szolgéltét. |

Baranyai Zsolt szép eredménye szerinf [21 , ha
n oézthaté t-vel, akkor az n elemii halmaz Osszes t elemil

részhalmazdbdl 4116 t-design /K =1/ feloldhatd, ezért igaz
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a kﬁvetkezé tétels ‘

Tétel: Ha n oszthatd t-vel, akkor Kg -nek van olyan
t~(%)- % -rétil particiéfedése, melyben a fedéshipergraf
rangja t. '

Egy mdsik, szép eredmény D.K;Ray-Chaudhuri ég
R;M.Wilson tétele [5] y, mely a t=2 esetre vonatkozik, és
azt mondja ki, hogy minden ké.Z ~-hoz van olyan C/k/ kons—
tans, hogy n 2 C/k/ és n = k mod k/k-i/ egsetén 1létezik
/ny,k,1/ feloldhatd bidkkrendszer. Ez példdt ad pértioiéfe-

désre is,

2. K% s-rétil particisfedsse.
Irjunk fel,egy egyszeril éllitést, mely Erd8s P4l-
t61 szdrmazik:
AQ:'Ha‘K§~ éleit két szinnel szinezziltk, akkor tartalmaz
n pontu egyszini, 6észefﬁgg6 részgrifot,
| Fzzel ekvivalens 4llitdsokat irhatunk fel az elsd
fejeZet fogalmait és aprd dllitdsait hasznélva:

A9: K2

n 2-réti particidéfedése csak trividlis lehet.

AlO: Ha égy 2-63zt31lyu hipergrifban /pdros grif/ bdrmely
két élnek van kizds pontja, akkor az Usszesnek is van.
Megjegyezziik, hogy A8 és A9 ekviva1enciéja Al,A2
és A3-b61, A9 és AlO ekvivalenéiéja pedig A7-bS1 kivetke-
zik., Az 411itdsok koziil A1O az, melynek igazsdga a'legnyil—
vinvaldbb, |
A to?ﬁbbiakban-éléfordulé~tételek esetében is fenn-
811 a lehetdség, hogy e hérgm_télalés kozott vdlasszunk,

Az elsl bedllitdsban Altaldnositott Ramsey-problémdk, a md-
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sodikﬁan_hipergréfok éleinek fedése, a harmadikban s osz-
~ télyu hipergréfok tulajdonsdgai cimszavakkal lehetne je-
lezni a tétel hovatartozdsdt. Igyeksziink mindig kiemelni
azt a vdltozatot, mely a leginkdbb kifejezl.

Az. A8, 4llitas tetézatés, de nem méiy 4ltalano-~
sitdsa a kdvetkez6f
1. tétel: Kn éleit 8 szinnel szinézve, valamelyik gzin-

ben wvan egysz1nd n pontu Gsszefliggd reszhlpergraf

1. kovetkezmény: Kn g-réti particidéfedése mindig trivid-
118.

2. kovetkezmeny' Ha egy s osztdlyu hipergrdfban bdrmely

s élnek van kbzts pontja, akkor az Usszes élnek van. Ugy
is kifejezhets ez, hogy W _; = s-1 -b61 T = 1 kbvetke-
zik. /Itt, és a tovdbbiakban feltessziik, hogy a "birmely
8 élnek van kozbs pontja" kifejezés haszndlata feltéte-

lezi, hogy legaldbb s é1 van./

1l,tétel bizonyitdsa: A sziﬁek és a pontok sziémdra vonat-
kozé indukcidt alkalmazunk. s=2 esetére a tétel A8.-bdl
kvetkezik minden Alre.»n=s esétén a tétel nyilvinvald-
an igaz minden s-re. E két dolog biztositja, hogy az in-
dukeid miikodik, Legyen s23, n>s és 'p _tetszé’leges pont
Ki -b81l. Hagyjuk e}'a p pontot Kg‘-b61, a kapott Ki_i
hipergrdfnak az indukciés feltevés ertelmében van eégy-
gzini, pl. piros n-1 pontu, osszefliggd H reszhlpergrafaa.
Ha p-re illeszkedik K -ben piros €l, akkor ezt H—hoz
‘hozzdvéve n pdntu Ssszefliged piros részhipergrifot ke

punk, és ezt akartuk bizonyitani, Ha p-re nem illeszke-
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dik piros é1, akkor vAgjuk le p-t Ki -bél. Igy a Ki:i hi-
pergrifhoz jutunk, az indukcids feltevés értelmében ennek
van egyszinii, pl. kék n-1 pontu Gsazefliggs 1 részhiper-
grafja. H? minden éléhez p pontot visszatéve Kg kék, n
pontu, Osszefliggd részhipergrafjit kapjuk. IO

2
‘2’ En

J-rétil fedésgeirdl.

Lattuk, hogy Kg 2-réti particiéfedése csak trivi-
4lis lehet. Nézzﬁk meg;Kg 3-rétii particidéfedéseinek struk-
furdjst. Kﬁ hipergridfon gpecidlis 3-rétil particidéfedése-
ket definidlunk. Legyen V/K-/ = AU AU AUl , ahol

A; -k diszjunkt halmazok és A, lres is lehet, a tobbi a-

zonban nem iires., A particidéfedés bdzishipergrifjinak é-

lei agz AiLJAj halmazok i # j -re. Megadjuk a pérhuiamos

osztdlyokat: 7

0y = {Ajuhy » Aqu ) POy = {AjuAg)

PO, = {AlkJA3 ,.A2\1A4} ha.A4 # ¢ PO, = {AlxxAB} S% .
- ' =

POy = {Ay)Vhy , AV A} POy = {Apvis)

. A definidlt bizishipergrifokat B, -el és B, -vel jelsl-
juk. Megjegyezazik, Ay # @ esetén a pdrhuzamos osztdlyok
megaddsdval mir particiéfedést kaptunk, A, = ¢ esetén

azonban még nem,

2.T6tel: K- 3-réti, nem triviflis particiséfedéscnek bi-
zishipergrifja izomorf a fent megadott hipergrifok vala-
melyikével. /Az izomortfidba a pdArhuzamos osztilyok meg-

felelkezdgét is beledrtve/.

1.Kovetkezmény : Kﬁ 3-rétii nem-trivislis P particidfedé-



sénél @ /H/P// - 2.

2.Kovetkezmény s Kﬁ éleinek minden 3-szinezésében van egy

légalibb K%]* pontu egyszinii, osszefliggd részgréf;
A 2.Tétel segitségével a“2;K6vetkeiménynéi erg-
-sebb éllifést is kimondhatunk, mely az ugynevezett alta-<
lénositott Ramsey elméletbe is beleillik. Ehhez vezesgsiik
be a kbvetkezd jelélésﬁ: r/kl,kg,kB/ jeltlje azt a legki;
sebb természetes szdmot, melyre igaz a kﬁ&etketéi n =
= r/kl’k25k3/ 7re‘K§ graf éleit tetszllegesen hdrom szin-
nel szinezve, valamely i-re /i=1,2,3/ Kﬁ tartalmaz egy
Vlegalébb'ki pontu osszefiiggl, egyszini részgrifot.,

- 3.Tétel: legyen 2{-,1(1{,—. kz{;_I{B , ekkor

. ‘ 4m - 2 ha k.=k,=k
r/kl,kz,kj/‘= 4 | :
max / 2ky = 1,

Mégjegyzés:’A tétel spéciélis egete, a k1=k2=k3ﬁk u.n,
diagondlis eset szefepel {6]~ban, k=2m esetére hibdsan,
ezt Andrdsfai javitotta [1].

2.Tétel bizonyitdsas: legyen P H=K§ nem trividlis 3-réti

fedése. Tekintsiik P bizishipergrifjit, ebben minden pir-
huzamos osztéiyban van é1 - ellenkez3 esefben,Kﬁ -t P

két particidja is lefedi, ekkor A9, 411itds miatt ez

csak trividlis partibiéfedés lehet, ami ellentmond annak,
hogy P nem trividlis, Legyén‘e és f H/?max/‘két éle kiilon-
b8z8 pArhuzamos osztélyokbél.Ae—f ég f-e nem iires, a ko-

z0ttik futé éleket H/Pmax/ harmadik pdrhuzsmos osztAlyd-
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bél valé‘g_él'fedheti csak le, enf # @, kiilonben g 2 e
/és g 2 £/ lenne, ami H/Pmax/;ban lehetetlen. Két eset
lehet: a./ ha e uf = V/H/ akkor konnyil litni, hogy e,f,g
élek alkotjék H/Pmax/ éleit, ekkor H/Pmax/ nyilvan iéo—
morf Bé-vel. /Jenf, engés fng alkotjdk Ayrhyshy
halmazokat/. b./ ha e U f valédi része V/H/-nak, akkor
e NF éa V/H/ - /e u f/ kozotti éleket H/Pmax/ valamely
g, éle fedheti csak, mely e~-t és foet tartalmazé pdrhu-
zamos osztdlyban nincs benne. g ngy, =@, hiszen g és
gl'ugyénébban a pdrhuzamos osztdilyban van, Az el8z8hiz
hasonl$ érvelés mutatja, hogy V/H/ - /e U £/ és e-f ko-
zotti éleket olyan‘fl, v/H/ - /e v T/ és e-f kozttti é-
leket olyan ey éi fedheti csak, melyre e,eq ill. f,)‘.‘f1
ugyanabban a pdrhuzamos osztdlyban van. e,eq,f,f9,8,8
éleken kiviil tobb é1 nem ié lehet H/Pmax/-ban,’ezt-

konnyii ellendrizni, ilymédon H/Pmax/ izomorf Bl-el.EED

3.Tétel bizonyitdsa: jelﬁlje.f = f/kl’kZ’kB/ a tétel-
ben szerepld fiiggvényt. Beldtjuk elSszar; hogy

o r/kykpaks/ 4 Y,
Tekintsiik e cé1bdl K% -nek tetsz8leges 3~sziﬁezését, és
nézzilk a szinezés dltal generdlt particiéfedést K% -n,
Ha ez tri¢idlis, akkor valamely szinben van egy Osszefiig-
g8, egyszinl részgrif és f definicidja olyan, hogy
max/kl,kz,,ZCB/ & f. Peltehetjiik ezért, hogy a particiéfe-
dés nem trividlis, Alkalmazzuk a 2.Tételt, e'szerint a
particiéfédés bazishipergrifja izomorf By -el, vagy B, -
vel., a, Ha By-el izomorf,‘vélasszuk ki azt aeri,A.

; J
pért, melyre |A,] + ‘Ajl a legnagyobb. ky=k,=lkq=2m



esetén f=4m-2, ezért 'A |+ \A | 2 2m-1, de ha itt e-
gyenl8ség 411, akkor pl. lA, \ ‘m. Mivel a mdsik két hal-
maz is 2@-1 elemii egylittesen, ezért pl. LAklénu ahol

k kilonbozik 1-4561 és j-t51. Ial + (A ] 2 2m, ami el-
lentmond A; és Ay vélasztdsinak. Azt taliltuk tehdt, hogy
‘Ai| + tﬁjkjl 7,"2m kl o= 3. As v AJ azonban a particié-
fedéshez tartozd fedohalmaz, ezert Usszeflizgl.egyszini
részgréfﬁak felel meg, ezzel a‘k1=k2=k3=2m esetet elin-
téztik. Minden mds esetben f;zmﬂil és az elsé szinnek
megfeleld parhuzamos osztdly két diszjunkt éle kozil va-
lamelyik légalébb klyelemﬁ, ami egy legaldbb 'k, pontu,
bogzefliggbosszefiigeld egyézinu résigréfot jelent az elsd
szinben. | |

b./ Ha kf 3-gzinezése dltal generalt particidéfe~

dés bdzishipergrifja B2-ve1 izomorf, akkor az

k1+k2+k3-1]
f 5 egyenlltlenséget haszndl-

‘juk ki, melyhez csak a ky=ky=ky=2m esetben rérhet kétség,
azonban ekkor is f=4m-2 2 [ngg_—__l_] minden m 21 -re.

A B, definiciéjdban szerepld Ays4,,A5 halmazok-
ra feltehetjiik, hogy FAg1 + 1Al g key-1 JIAgl + 1Ay ) & ky-1
és IA I+ IA k3—1 kiilonben nines mit bizonyitani,
Ezen egyenlotlensegeket Usgzeadva 2f4-kl+k +k3-3 adddik,

ahonnan

k-+k +k., =3 k +k -1
< L 2 371 ami ellentmon-

fe 2—52- el
dds, ezzel /i/-t igazoltuk.
Hitra van még annak igazoldsa, hogy
r/kl’kE’kB/ 2 f /ii/
" Definiddnunk kell ehhez K%_l alkalmas 3-szinezését. Ha
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k1=k25k3;2m, akkor f—1=4m~%3° B -ben fAll = | Azl =

= 'AB‘ =m-1 , |A4l =m vilasztdssal a bdzishipergrif Altal
generilt szinezésben legfeljebb 2m-1 nagysdgu egyszini
Osszefliggd rész lesz. Ha f=2k,-1 és kq péros, plf kl=2m,
alkkor Bl~Pen legyen lAll“= \A4\ =m, |A2i - ‘AB\ -m-1. Tk-
kor az l-es és a 2-es szinben legfeljebb 2m-1, a hdrmas
szinben 2m nagysdgu dsszefiiggl részt generdl By. k2atk1
és'k3> ki miatt FZ megfelel. /k3 = k, nem lehet, mert
ekkor kl=k2=k3=2m lenne, amit mir eléz8leg glintéztﬁnk/.
Ha f=2k,-1 és'k1 péra%lan, pl. ky=2m+1, akkor f-1=4m,

és Bi-ben valamennyi A,;-t /i=1,2,3,4/ m-elemiinek vdlaszt-

va, mindhdrom szinben legfeljebb 2m=k, -1 nagysigu dseze-

fliggs részt generdl B,.

3 kfkfk—l
Ha z. ki pératlan, és f =, —~4-§~—2~— , akkor
& " |
‘ ki+k ok,-1 k+k+k=-1 ‘katk.=k.~-1
_ 177273 I S - _ 2 73771
'All = 2 ' ’ lA2| = “'2' T lAB‘ = """"‘""2

vélasztdssal egész sgzdmok a tdrtek, tovdbbd nem negati-
| vok, ezt elég Ay esetén ellenériznis kj(.f, mert kiilon-
ben k3‘1ett volna almaximUm‘/k3=f esetet ott intézziik el,

" ahol k3 avmaximum/.k '
: k1+k2+k3-1 '
k3( f = 7 ahonnan Q(.k1+k2-k3—l

addédik., A B, dltal generdlt szinezésben kl—l,kz-l,kB—l

nagysdgu Osszefliggd részek vannak az egyes szinekben, és
. A.- = f-lo
214yl

Ha i" ki péirost, akkor Ai—k elemszamat CSb’ppet
médositani kell: ' ‘

kitk,~k t k.+ko-k,=-2 kotko-k,=2

g Al i A okl
4,1 = T 2 DY B W
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Ebben az esetben kl-l, kz—l, k3-2 nagysagu 6sszefugg6
egyszino részgréfok'vannak 1egfe1jebb a B, Altal gene-
ralt szinezésben, .

Végezetiil, ha f= k3, akkor Kf 1 valamennyi elet
a harmadik szinnel szinezhetjiik ki. Ezzel /ii/-t igazol-
tuk, OO
4. K°

4. K, 4~rétil fedégeirdl,

Kﬁ 4~rétii fedései esetében a 2,Tételhez hason-
16 sfrukturatételt nem mondunk ki, mert nem érné meg a
vesz3dséget. Kimondjuk azonban a 2,Tétel 1, Kévetkez—
hényének analdgidjdra a kovetkezlt:
4,7étel: H=KS 4-rétii P particiéfedésénél ¢ /H/P// & 3.
4A.Tétei: Ha Kﬁ grif éleit 4 szinnel szinezziik, akkor
pontjal lefedhetdk iegfeljebb.hérom egyszinil, Osszeflig-
'g6 részgriaf pontjaival.

Kovetkezmény : Kg éleinek minden 4~szinezésében van egy

legaldbdb [%]* pontu Gsszefiiggld egyszinu részgriaf.
Megjegyezaziik, hogy ezen kovetkezmenJ qltalan081-
t484t a kivetkezd pontban fogjuk tdrgyalni. A 4.Tétel
lényegében pontos, amint azt a t=2,r=4,b=3,ﬁ=9 para-
méterekkel rendelkez8 feloldhatd blokkrendszér mutatja.
Ebb&1 kiindulva minden 9-el oszthatd n-re konstruflhatd
olyan 4-réti particiéfedés, melynek fedéshipergrafjsra
g = 3. A konstrukcié.égyben.a Kovetkezmény pontossdgdt
is mutatja. ‘ '
A 4.Tételt a 4A. alakjdban fogjuk bizonyitani. A bizo-

nyitédshoz sziikség lesz az aldbbi lemmdra:
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Lemma: legyen G=K§ csucsainak halmaza hdrom diszjunkt;
nem-iires részre felbontva: V/G/= ngi. Tegyllk fel, hogy
G élei 4 szinnel ﬁannak kiszinezve, olymédon, hogy Vi—re
nem illeszkedik é1, melynek szine i és ceak az egyik
végpontja van V,;-ben, /i=1,2,3/. Ekkor igaz a kiovetkezd
két 41lités valamelylke: |

1. G csucsai lefedhetlk legfeljebb két, a 4.
szinben Usszefiiggsd régzgraf csucsaival,

2, G-V, csucsai lefedhetdk egy egyszini Ussze-
figgl részgrif csucsaival valamely i-re. /i=1,2,3/.
Bizonyitds: A Vy és Vj kizotti élek két szinnel vannak
szipezve,_igy a‘9.Téte1, ill. annak 94A. megfogalmazisa
alapjan VikJlelefedheté legfeljebb két Osszefliggl egy-
szinl réségréf csucsaival. Teltehetd, hogy pontosan ket-
tével fedhetd le minden Vi,Vj pdr, ellenkezd esetben
nincs mit bizonyitani - a'lemma 2. d1llitdsa teljesiil.

He valamelyik V,,V, pdr, példdul V) és V, uniéja 1efeq_
het8 két, a negyedik szinben Osszefliggf részgrdffal, ak-
kor osszuk V3 pontjait;két osztélyba:'A legyen azon pon-
tok halmaza, melyekb6l indul 4. gzini é1 vy vagy V, fe-
1é, B pedig legyen Vj-A.-Ha A=@, akkor teljeslil a lemma .
2. &41litdsa, ha B=@, akkor a lemma 1. 411itdsa igan. Fel-
tehet6 ezért, hogy A és B nem iires. Ha A minden pontj4bdl
indul v, felé a 2. szinben €1, akkor a Vluv3 lefedhetd
a 2. gzinben dsszefiiggd részgréffal, hiszen B és v, ko-
z0tt minden é1 szine 2;es; Ebben az esetben teljesiil a

lemma 2, 4llitdsa., Ha vigzont A-ban van egy p pont, mely-

b6l V, minden pontjdba 4., szini é1 fut, akkor'a V1LIV2\)
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v { p} ﬁontok kozotti 4. szinl élek egy Ysszefiiggd gréfot
hatdroznak meg, ezért teljesiil a lemma 2. 41litésa.

A fentiek alapjén feiteﬁetjﬂk, hogy bdrmely két
vy és'Vj egyesitése ésak két kiilonbsz8 szinii ﬁsszefﬁgg6
'részgréffgl fedheté‘le. Kdnnyii beldtni, hogy ekkor a fedér

14

csak olyan lehet, melyben mindkét szinﬁ Usszefiiggl rész-

griaf pontjai lefedik Vi;t vagy V.-t. Egyszeriien adddik /

d
két esetet kell csak megnézni/ ebbsl, hogy G~Vi valamely
i-re lefedhetd a 4. szinben 6sszefﬁgg6 részgrif csucsa-

ival, azaz a 2. 4llitds igaz. [0

A 4, Tétel bigonyitdsa: 1eg§enek G=K§ élel négy szinnel
kiszinezve, és tekinfsﬁnk'tetsz61eges p pontot G-b3l. Le:
gyen Al,Ag,A3 a'p pontot tartalmazé, az l.,2.,3. szinek-
ben Osszefliggl, maximilis részgréfok ponthalmazai, Ezen
halmazok dltal kapott diszjunkt felbontdsdt V/G/-nek X-
el fogjuk jelvlni, és indexként az X-hez azt irjuk, ahd-
nyadik A halmazban vannak égy halmaz pontjai a felbontds
b1, X, -al azon pontok halmazdt jeloljiik, melyek egyik
A;-ban sincsenek benné. Pl. Xé3 jelsli az A,-ben és Aq-
lban 1évd, de Ay ~ben nem 1évé pontok halmazdt.

1. Ha X, = @, akkor A,~k lefedik'V/G)—t, azaz
v/G/ = S?’Ai! és ezt akartuk bizonyitani. Tegyiik fel e-
zért, hogy X, £ 0 . -

2. X103 f @ , hiszen p(éXl23 . X123 és X, kozttt
nyilvdn minden é1 4. szini A;-k maximalitésa miatt, e-
26rt az Xy,5U X, halmaz 41tal 4. szinben feszitett rész-
graf Csszefliggl. |

3. Ha X; = @ valamely i-re /i=1,2,3/ pl. X; = &,
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akkor AE,A3 és X123kJX0 halmazok 41tal a 2.,3.,4. szinek-
ben feszitett réazgrifok csucsai lefedik G csucsait és a -
tétel igaﬁ.

4. TFeltehetjik tehdt 3. miatt, hogy X; # ¢ i=1,2,3
esetén, Alkalmazhatjuk a lemmdt ezen halmazokra, hiszen X

és Xj kozott nem mehet sem i. szinl sem j. szinil €1 Ay és

Ay maximalitdsa miatt. A lemmabdl két dolog kdvetkezhet:
A Xy lefedhet8 két, a 4., szinben Osszefliggd
részgrif pontjaival, ekkor ezekhez a kettdsmetszetek is
hozzdvehet8k, hiszen Xy és X23 s X5 és X13, X3 és'X12 ko-
z6tt minden €1 4. szini, XOL)X123, adja. a harmadik hal-
mazt G ceucsainak fedéséhez.
| B; Xi\ij lefedhetd egy 6sszefugg6 egyszini régz-
graf pontjaival. Tegyiik fel pl. azt, hogy Xyu X, lefed-
hetp igy. Ha Xq, = ¢, akkor XjuXs A3 és X123g)XO hal-
mazok szolgialtatjik a kivint fedést. Ha X0 £ ¢ és van
Xo eg X12 kozott 45 gzinli é1, akkor X123L1XOLJX12L)X3
tsszefliggd a 4. szinben, ehhez XV X, fed8halmazit és
A3~at hozzdvéve kapjuk a kivint fedést. Végiil, ha X, és
Xy, k6z6tt nincs 4. szinii €1, akkor kozottilk minden 61
3. szini, Ekkor X;uUX, fedbhalmazdhoz Aq -at és
XouXy, -t véve kanjuk a keresett fedést. [IIJ
2

5. Kn g~-rcti particidfedéseirdl,

8=2,3,4 esetén az 1828 szekcidkban mir kaptunk e=
redményeket. Az A8 d1litds, a 2.Tétel 1.Kovetkezménye és
a 4.Tétel Altalinositdsa lenne T.Ryser kitvetkezl sejtese:

Sejtés: Kﬁ s-rétil particidéledésénél a fedéshipergrif fe-
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dési gzima legfeljebb s-1.

A sejtés mAgik alakja:
Sejtés: Kﬁ minden s-gzinezésénél Kﬁ pontjai lefedhetSk
legfeljebb s-1 Osszefliggl egyszinﬁ részgraf pontjaival.

A sejtés harmadik alakja:
Sejtés:Ha egy s osztdlyu hipergréfban Y= 1, akkor T4 s-1.

Ryser sejtése a fentinél 4dltaldnosabb, a harmadik
alakban elmondva igy 8261: egy é ogztalyu hipergréfban‘
T4 Y /s-1/. Ez 8=2 esetén lényegében a Kénig tétel [12].
Erdekes megfogalmazni ezt a sejtést a mdsodik alakban is:
Sejtés:Ha egy gréf éleit, melyben a fliggetlen pontok
maximdlis szama A , s szinnel szinezziik, akkor a graf
csucsal lefedhetlk legfeljebb d-@'%zému boszefliggl egyszi-
nii réézgréf csucsaival., /X =2vesetén a Kénig tétellel
ekvivalens/.

EbbenAa részben a Ryser sejtés egy kovetkezményet
igazoljuk, nevezetesenr a 2.Tétel 2.Kovetkezményenek és a

44.Tétel kovetkezményének dltaldnositdsdt:

5.76tel: K2 s-rétii particiéfedésénél a fedéshipergrdf
rangja legélébb [E%T]* . |

Az el8z8khsz hasonldan ezf a tételt is kimondjuk
még két ekvivalens formdAban:
S5A.Tétel: Kg éleinek minden sfszinezésében van egy lega-
14bb [E%TJ* pontu Osazefiiggd egyszinli részgrif. |
5B,Tétel: Egy s osztdlyu n &1li hipergrdfban V =1 esetén
van egy legaldbb [E§T]* foku pont.
Megjegyzés: n=/S—1/2u és n=/s~l/2u+1 -re a tételek éle-



— 28 —

sek, ha 1létezik v=/s-1/2, k=g-1, r=9, A =1 paraméteri
feloldhatd blokkrendszer, Ebben az esetben minden n-re
feloszthatjuk K-
és ezen réézekb6l, mint atomokbdl elkészitve a fenti

pontjait /s.--l/2 részre egyenletesen,

blokkrendszert, a pdrhuzamos osztdlyok definidljdk a bar—
ticiéfedést, Konnyli beldtni, hogy a fedéshipergrif rang-
ja [Eﬁlx* -el osztva 1l-hez tart. Kérdés azonban, hogy
blyan s-re, melyre a blokkrenszer nem létezik, pl. s=T-
re, hogyan lehet'blyan s-rétil particidéfedést késziteni,

. ,
hogy a fedéshipergraf rangja kdzelitse asz [E%T] értéket.

5,Tétel bizonyitdsa: a tétel,kﬁvetkezik a péros gréfokra
~vonatkozd 10.Tételbd8l. Legyen ugyanis Kﬁ tetszbleges s-

szinezésében X egy tetszlleges egyszini Osszefiiggld kom-

- ponens, Ha X Kﬁ tsszes pontjat tartalmazza, hincs nit

bizonyitani. Ellenkezd esetben az X és Kﬁ

-X kozotti

teljes pdros graf élei s~1 szinnel vannak szinezve., A
o ; * . ’ }

10.Tétel szerint ekkor {.E%T] - nagysdgu Osszefliggd

epgyszinil részgrif 1étezik, ezzel a tételt igazoltuk.Crn

6. K. particiffedései r-nél nem sokkal t&bb rétiien.
Az 2, szekcidban igazolfuk, hogy Kﬁ r-rétil par-
ticiéfedésének fedéshipergrdfja n rangu. Most azt vizs-

gdljuk, amikor r-nél t8bbréti particiéfedésﬁnk van Kg-en.

”, N r+1 , - ‘ r g i
6.Tétel: Legyen rg_e(%—— es‘rf=3. Ekkor K,n g-réti
particiéfedésénél a fedéshipergrif csucsai lefedhetdk s
éllel, melyek koziil minden csucs legaldbb r-et tartalmaz.

Ekvivalens alakban:
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6A.Tétel: Ha.r&s & zgii ésg r-3, akkor egy s osztdlyu
hipergrifban, melybén bérmely r élnek van k8z0s pontja,
Trés.

1.Kovetkezmény: Ha r<s < I+l

- és rz3, akkor Im g-

rétii particiéfedésének fedéshipergréfia legaldbd [ Z2]”

rangu., |
L1521nezesre elmondva = kovetkezmeny igy szdl:

1A Kovetkezmény ¢ rés< 25i~ s r 23 esetén K éleinek

minden s~sz1nezeseben van egy 1ega1abb.1:§—] pontu egy-
szinii, 6sszefﬁgg6 részhipergréf;

Az 1A.Kovetkezmény s=1 esetén az 1,Tételt adja.
s=r+1 -re a becslés minden r 2 3-ra pontos, ezért ezt kﬁ—

1on kiemeljliks

T.Tétel: Kg -nek r23 esetén minden r+l -rétii partici-

*
6fedégében a fedéshipergrif rangja>1egalébb~[—§%T

K; -nek van olyan r+l -rétii particiéfedése,smelyben_a
\ rn ¥

rang pontosan i

TA.Tétel: Ki -nek r2 3 esetén az élek minden r+l -szine-

x g
rf?‘] pontu egyszinii, Ussze-

zégében van egy legaldAbb {
fligg8 részhipergrif, és van olyan r+1—szine£és, amely—
ben pontosan ennyi a legnagyobb 6sszefﬁgg6,~egy3zinﬁ
részhipergrif mérete.

l.Megjegyzésg: Az r=23 lényeges megszoritds, r=2-re a

fenti tételek nem igazak. Ebben az esetben a 3.Tétel ér-
vényes, Azt, hogy a 7. és TA. Tétel pontos, az 1. szek-
cié Pl. példdja mutatja,

2.legjegyzés: A 6.Tetel na gysdgrendileg a leheté legjobb,
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ezt a P2, példa mutatja az 1. szakaszbdél, itt ugyanis a

bdzishipergrdif rangja /r-l1/ju+u és s=r+j, ezért .

‘ 1
rn r//r=-1/jut+/3+1/u/ : 1+1
Ty _ ?fj - ___f____
/r-1/ju+u /r=1/ju+u Tl 1
- 1+ij
T

ésvez l-hez tart, ha %~ 0~hoz éé r‘végtelenhez tart.
Specidlisan tehdt minden fii_j—fe /14 3¢ E%l / asszimp—
totikusan pontos a tétel, de pl. j= [V¥]  esetén is.
3,Megjegyzds: A 6,Tétel 2%—l'enél kisebb rétii partici-
‘ 6fedésekke1 foglalkozik., Az 1. szakasz P3. példéja azt

mutatja, hogy Q%il ~-réti particiéfedés esetén a 6. Té-

tel mar nem asszimptotikusan pontos. Ennél a példéndl u-

gyanis
r.r/r + 1/
m , TS
g " 2 2r . 2
: ' ; = : = és ez = -~hoz tart
r/r- 3/ r/r - 3/ 3¢ - 1 3 ‘.

‘ha r végtelenhesz.

6,Tétel bizonyitdsa: r=s esetén igaz a tétel, ezt az 1.

Tétel biztositja.-Legyen.xhis 4_2§il . Feltehetjik, hogy
Ki -nek olyan s-rétii particiéfedése van ad;a, melyben e-
gyik péfhuzamos osztaly sem felesleges,.azaé-miﬁden i-re
van oiyan Cy fed6ha1maz az i. pArhuzamos oszt4lybsl,

hogy J#i esetén Ci$ Cj , ahol Cj‘ a j. pérhuzamos o8z~
tdaly egy'fed6ha1maza.v/Ellenkez6 esetben indukcidét alkal-
mazhatunk/. Vilasszuk ki tehdt C1+Cpse+sC, fedBhalmazo-

kat kiilonboz8 parhuzamos osztdlyokbél, ugy, hogy ezek a
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fedéshipergraf maximélis,élei'legyenek. Jelolje L/H/ a
01,02,..;08 élekbdl /és Kg pontjaibél/ 4116 H hipergraf
élgriafjdt, tehdt L/H/-nak s pontja van, és két pont ko-
26t pontosan akkor van é1, ha a megfeleld H-beli élek-
nek van ktzSs pontja. Legyen j=s-r, elkkor feltételiink
, szerlnt J« r;l .

‘Bebizonyitjuk, hogy a H hipergrifban minden pont
foka legélébb r.,Ebb6l a tétel mér‘kbvetkézik.'El6szbr
egy lemmdt bizonyitunk: |

Lemma ¢ L/H/-ban a fuggetlen élek maximdlis sznma 1ega1abb
j+1l.

’ Lemma bizonyitésa- Ha xlyl,...,xkyk egy maximdlis fiig-
getlen élrendszer L/H/«ban, akkor ezen elek végpontjai~
nak elhagyasaval v1sszamarado X ponthalmaz ilires és min=~
den XYy par teljesiti a kbvetkezd ket tulajdonsig vala-
mélyikét: | |
1. xi-b61 vagy yi—bél nem fut é1 X—be
2. xi-b61 és yi~b61 égyetlen é1 fut X ugyanazon
 pontjdhoz.. |
Vélasszuk ki minden,xiyi pdrbdél azt a pontot, melybdl
legfeijébb egy él fut X felé, ezen pontok alkossdk az
Y halmazt. Az Y-beli pontoknak megfeleld H-beli éleknek
van olyan reprezentansrendszere V/H/-ban, mely idegen az
X-nek megfelelo H—bnll élekt81, hiszen ha Y egy pontja
nincs X-el vsszekttve, akkor(ezen pontnak megfelell H-
beli é1 tetszdleges pbntja megfelel, ha pedig Y egy y
pontja egyetlen X-beli x ﬁonttal vah 6sszek6tve, akkor

az y-nak mégfelelé H-beli é1bd1 kivonva az x-nek megfe-
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leld H-beli é1t, a kiilonbség /nem {ires, mert nincsenek
tartalmézkodé élek H-ban/ tetazd8leges pontja megfelel.

' AACi-k'étszémozéséval elérhets, hogy az X-nek megfeleld
H-beli élek 1egyenek'cl,..,0u y 8z Y-nak megfeleld H-be-
1i élek’le,...,Cv és az utdébbiakbdl vdlasztott repre-
zentdns rendszer pedig Puse1s e ePy - /wiv/., Ha w {r, ak-
" kor gici -t51 idegen pontokkal egészitsiik ki a p; pon-
tok halmazét, ha w> r, akkor hagyjunk el néhdny p; pon-
tot,*eéetleg C; halmazt is, ha ui>r'-'01ym6don, hogy az
uj indexhatdrokra max/u’,w?’/=r legyen. Tekintsiik azt az
r osztdlyu teljes T hipergrifot, melynek osztdlyai a
C19CnseeesC s halmazok és a'pu,+1 seetsPys pontok.
/u’€ u esetén a pontok nem szerepelnek/. Bzen T hiper-
gréf élei nem 1ehetﬁek az 1,2,...,u’ —edik pdrhuzamos
“osztdlyba tartozd feddhalmazzal lefedve, mert T egy é-
le tartalmaz pontot C;-b8l 14 idu’ -re és C;-n kiviil-
rél is; Nent lehet T egy éle olyan parhuzamos osztdlybdl
sem;fedvgqgmelyben az a C; van, melyet 1 reprezentél
w+lsisw? -re, mert Ci—bé’l tartalmaz pontof /pi-t ma-
gét/, de tartalmaz C,-n kiviili pontbt is, hiszen feltevé-
siink szerint C; legfeljebb egy é1t metsz CyseeesCy €=
lek koziil és Wz 2 mivel u’2 r-j<>.£'2'—1 /3 < 512'—1- / és
re3. Ilyen médon T éleit iegalébb v pArhuzamos osztdly

" nem fedi, ha wdr és legélébb r pérhuiamos osztdly nem
fedi, ha w2r, Miutdn azonban v=r+j- | Y| és j-lYl20,
ezért var, igy elmondhatjuk, hogy T éleit legaldbb r
szému'pérhuzamos osztdly fedB8halmazai nem fedik, azaz

legfeljebb r+j-r=j szdmu pidrhuzamos osztily fedShalmazai
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fedhetik. Alkalmazzuk a 3.Tejezet 8.T6telét, mely szerint
r+1-j siému osztdlydt lefedi T-nek a T éleit fedd J szdmu
pArhuzamos bsztély valamelyik P fed8halmaza, Ha IX] ¢,
 akkor felhaszndlva, hogy r+l-j >j / Eil > j ekvivalens
8 < Q-Ii- -vel/ T tartalmaz egy Cy élt valqmely 1=1$ u-
ra, ami ellentmondds, hlszen ez a C maximdlis volt, azasz
tnmagdn kivil mds é1 nem fedheti. Igy Ivl= k > j, tehdt
legalabb j+1 fliggetlen é1 van L/H/ ban.O

Folytatva a 6.Tétel bizonyltasut valaqozunk kl.
j+1'fﬁggetlen élt L/H/-bol. Indirekt modoniblzonyitunk.
' Tegyilk fel, hogy H-ban van olyan pont, melynek foka r-nél
kisgbb, legyen ez Xq. Jeloljtik I;-el azon i indexek hal-
mazdt, melyre xlEE Cis Ié—vél azon i indexek halmazéf,
melyre x; ¢ Cye 1T0 < feltevésiink szerint. Két esebet
kiilnbbzte tiink meg: | | |

A, ha  |Iq1£ j+1, akkor J+1-11,1 fiiggetlen &1
van,L/H/-ban melyek végpontjainak megfeleld.élek H-ban az
x,~et tartalmazé élektdl kiilonbozlk. Ezen élekbfl kivde
laszthatd J+1-|Ill szdmu pont, melyek az xl—et nem tar-
talmazo élekbdl 2/J+1-|Ill/ szamut lefognak, ezen pontok
halmaza 1e5yen Xl. Az xl halmagz es az X pont dltal le
‘nem fogott H-beli élek szdma legfeljebb s-2/j+1- [Ill/—
—[Ill , ezert

max . /111\, s-2/3+1-1I;1 / - 1 \ /i/
gzimu pont kivdlaszthatd H-bdl, melyek az Il—beli in-
dexii élek egyikében sincsenek benne, tovdbbd az %, és
X, 41tal le nem fogott élek mindegyikét metszik. Ezt az

X, halmazt ugy konstrudljuk, hogy az >3 és X 41tal 1le
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nem fogqtt é1ekb8l kivonjuk az I;~beli indexii éleket &g

a kﬁlﬁnbséghalmaéokbél vdlasztunk pontokat. /A kiilonb= |
gég nem iires, mivel H-ban nincsenek tartalmazkodd élek/.
Ha /i/~ben a két.szém, nmelynek maximumdt vesszﬁk, nem e-
‘gyenld, akkor bizonyos xl'lll xl 4ltal le nem fogott
- élekb81 nea kell kivonni Il—bell indexu elt /ha a médso-
dik mennyiség a nagyobb/ vagy bizonyos Il~beli indexil
¢lekhez kiilsS pontot kell vilasztani, nem t8rfdve azzal,
hogy ez milyen xq ég Xl d1tal le nem fogott halmazban
Vahibenne /[ha a; elsd mennyiség‘nagyobb /i/~ben/. Az
{xﬁL;Xlngg = X‘halmaz H Osszes ¢lét 1efogja‘és "elke~
riili" azaz minden H-beli e.élhez van olyan xe& X, hogy
x:ée. Ha beldtjuk, hogy |X|&r, akkor ez ellentmondds,
hiszen eklor X-et tetszdlegesen r elemili halmazzd egészit-
Ve €z ag ele K -nek nem lehet lefedve egyetlen iedohal~
mazzal sem. Valdban:

lX[§;1+j+1-III(+s-2/j+1—llﬂ / = lIll= g=j = r‘,amehnyiben
/i/;ben‘ar ¢2y. tag adja a maximumot, és

IX«1§l+j+l;-lIl +\I[ = j+2%r, ha /i/-ben.az 1. tag adja
I 1
r+1

a maximumot. j+24r r23 -bSl és J <& b8l ktvetkezik.
B. lIlL>j+1 esetén az A. esethez hasonldan jé-
runk el, csak eklor a fliggetlen élekre / és az X, halmaz-
ra/ nincs sziikség. X, halmazt V/1I/-ban ekkor ugy konstru-
4ljuk, hogy az I, -beli indexii halmazokat és az 12 ~beli
indexiieket pirositjuk /amig lehet/ ugy, hogy éindig egy
I,-beli indexil 61b61l vonunk ki egy I,~beli indexii é1t,

és a killtnbségbdl vidlasztunk pontot. Ekkor az X, halmaz

. max /I 1 TI1/ /ii/
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szdmossdgu lesz, ezért az X_={xﬁ}JX2vézémosségéra

x| & 1+ IIll &r , ha /ii/~ben az els8 tag a nagyobb, mivel
lIil( r feltevés volt és '

IXléiL+]Igl=1+s~[Iﬂ { 1+s=/j+1/ = a8-j =r , ha a mésédik
tag adja a maximumot’ /ii/-ben. -/Itt tIil) j+1 -et haszndl-
tuk fel./ | | o

| - Mind az A. , mind a B. esetben ellentmondésré ju-
tottunk, ezért [Ill< r feltevésiink helytelen volt,'ezzél a

6.Téte1t.igazoltuk. (o
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3, Teljes r osztdlyu hipergrifok particidfeddsel.

1. Ebben a részben néhdny, r osztdlyu hipergrifokra vonat-
kozé eredményt vizsgilunk, melyek onmagukban is érdekesek,

de felhaszndldsra keriilnek mds tételek bizonyitdsdra is.

8.Tété1: Legyen H egy r osztdlyu teljes hipergrif és H-n
egy s-rétii particidfedés. Tegyiik fel, hogy 14a&r+l és
1*&3.'Ekkor van olyan fed8halmaz, mely H-nak legaldbb
r+l-s osztdlydt lefedi, |

Negjegyzés: A tétel a kivetkezd alakban is megfogalmazha-
té: ha egy H r oéztélyu ﬁréjh’teljes hipergréf éleit B v
rszinﬁel gzinezziik, akkor valamelyik szinben van egy Yssze-
fligg8, legaldbb r+l-s osztdlyt tartalmazd részgrif.,

Kovetkezmény: Ha egy r osztilyu teljes hipergrif eleit

ugy fedjiik particidkkal, hogy minden fedfhalmaz valddi
médon kettévdgja a hipergrdf minden osztdlydt, akkor leg-
aldbb r+l particidra van sziikség r =3 egsetén. r=2 re két

particid is elég, mint ezt az aldbbi dbra mutatja:

N
~

~
7

Ve
7 \\

Megjegvzés: A 8.Tétel éles, abban az értelemben, hogy
minden 14s&r+l |, réB esetén van olyan H r osztilyu tel-
Jes hipergrdf és H-n olyan s-rétil particidéfedés, melyben

minden fedbhalmaz H-nak legfeljebb r+l-s osztdlyit tartal-

mazza. Ilyen H-t a kivetkezlkdéppen konstruilhatunk:
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H pontjait egy r .sorbél és 8 oszlopbdl 4114 mitrixban 4b-
rézoljuk, a sorok felelnek meg‘H'osztélyainak. Az i, par-
ticié az i, oszlép felsd s-1 elebéb61,és ennek komp1emen~
ter halmazdbsl A11. |

8.Tétel bizonyitdga: Legyenek C19CsseesCy olyan fed&hal-

mazok a parficiéfedés 1.9245.0,8. particiéjdbdl, melyek
mindegyike H legaldbb egy élét lefedi./Ha ilyen Ci—ket
nem tudunk vﬁlasztani, akkor indukéiévalve-l particid

is lefed/,nTegyﬁk\fel, hogy ezen fed8halmazok egyike sem
teljesiti a tétel kovetelményét, azaz H-nak legfeljebb
r-8 osztéljét tartalmazzdk. Ebben az esetben minden C;

. halmaz 1egélébb 8 osztélyt metsz l-ban valdédi mddon. Fel-
tehets, hogy s =2, hiszen s=1 esetén 411litdsunk evidéns.
Vélasszunk ki két kiilonbozd osztdlyt H-bSl, melyek egyi-~
két Cl,.mésikét C, metszi valddi médon, Vdlasszunk ki egy
ezen’ osztdlyoktsl kﬁlﬁnbbzé harmadil osztdlyt H-bdl és
lebbé"l egy a pontot./r23 /. Tegyﬁk fel, hogy‘pl. a€ 0y
és qé&Cz - latni fogjuk,.hogy egjéb illeszkedés esetén
is hasonldan megy = biéonyités. A Cq-et valdédi moden
metszd 6szfélybél vegylink egy b pontot ugy; hogy bégci,'
a 02-t vélédi médon metszl osztdlybdl pedig c;pontot,
ugy, hogy c €C,. Konnyl 14tni, hogy a,b,c pontok k025t
van kettd, melyek C,-re és éz—re‘ellenkezﬁen illeszked-
nek, hiszen‘b€;C2 eseténva‘és'5,<:¢cl esetén a és c,
b¢02 és cGCl esetén b és ¢ megfelel, Nzt a két pon-
tot xq-el és X, =vel jelgljﬁk. Megjegyezzilk, hogy xq és
x, klildnbdzs 0szt41ybdl vald. Ha Xy sXpseerXy mdr ki van

J

vilasztva és j< g, akkor x ~-et vdlasszuk ki ugy, hogy

J+1
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X341 H egy ujabb ogztdlydban legyen az 13826 x; -k ogszti-
lyaihoz képest, tovdbbd Cj+l-ben vald tartalmazkoddsra

| xy-hez képest. ellenkezlen viselkedjen. Ez elérheté, mert
.felﬁevésﬁnk gzerint Qj+1 legaldbb 8 osztAlyt hefsz valddi
médon, és Xp9Xpsee sy j <s miatt nem "ronthatja el" ezek
mindegyikét. A fenti eljirissal kivilasztott X1yeesXg DON-
tokat gzlikség esetén egdazitsiik ki tovabbi pontokkal ugy,

| hogy H egy E é1lét kapjuk. Ez éz éi nem lehet lefedve egvik
particiévél sem, hiszen, ha a j. particié lefedi, akkor
le’xj € E miatt xp,%4 € Cy, kqnstrukciénk azonban ennek el-
lentmond. Ezzel belédttulk, hogy 01,02,,..,Os‘va1amelyike

- 2egaldbb r+l-s osztdlyt tartalmaz H-bd1l.(TDD

9.Tétel: Legyen H r-osztdlyu teljes hipergrafon - P r-retil
particiéfedés. Eklor §/H/®// &r. |
OA.Tétel: Ha H teljes r osztdlyu hipergrif éleit r szinnel
~szinezzﬁk; akkor H pontjai lefedhetok legfeljebb r szimu
egyszinil Usszefiiggd részhipergrif pontjaival,

9,Tétel bigonvitdsasr r szerinti indukcidval bizonyitunk,

Tegven r=2 és tekintsiik az elsd particidt. Ha ebben vala~
mely F fedB8halmaz belemetsz a piros grif mindkét osztdlyd-

‘ba, X-be és Y-ba, akkor a kivint fedést adja

a. F ha XNnPF=X ¢ésg YNT=Y

b. P éas /X-/XNF// VY -t tartalmazd fedéhalmaz a miso-
 dik particidébél, ha TNTAX és Y NT=Y .

C. T és /Y-/YNT//yX -et tartalmazd fedBhalmaz a miso-

dik particidébdél, ha XNT=X es YAT£Y .,
d.  /X=/XNT//U/i 01/ -et és [Y=/INT//U/XNTF/ -et
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" tartalmazé fedShalmazok a mdsodik particiébdl, ha X n F£X
68Y NFAY. | | |

Ha az elsd particiébah nincs olyan fed8halma#,
mely a pdros graf mindkét osztdlydba belemetsz, akkor a
masodik particié{triviﬁlié, azaz egyetlen fedShalmaza le-
fed, ezzel az r=2 esetet elintéztiik.

TLegyen most r &3 és tekintsiik H r osztdlyu teljes
hipergrﬁf r-rétii particiéfedését. A 8.Tétel alapjdn van
~olyan F fed6haimaz, mely H egy osztalydt tarfalmazzé, H?
r-1 ogztdlyu teljes hipergrif pohtjait,definiéljgk ugy, -
hogy H-bél hagyjuk el az F 41tal lefedett osztdlyt, més
osztélyokbéllpedig‘vélasszunk ' 41tal le nem fedeft poh~
'tokat, ha ilyen ninés, akkof'tetﬁ251eges pontot., Ha F
‘H* minden 616t lefedi, akkor nincs mit bizonyitani. H
particiéfedése H’-n r-1 rétii particiéfedést indukél,
mert H F-et tartalmazé particiéjéban,csak F fed é1t., Az
indukciés'felfevés alapjép H? pdntjai legfeljebb r-1 fe-
d8halmazzal lefedhetdk, ezek kibévitései és T adjdk H
kivint fedését, mm - ” |
Megjegyzés: A 9;Tété1 pontos, abban az értelemben, hogy'
minden H r osztidlyu teljes'hipergréfnak,'melyben van egy
1ega1ébb_ripontu osztdly, van olyan r-réti particidéfedé-
sé,»melynél a fedésl szdm pontosan r. Ezt ugy definidl-
hatjuk, hogy a legaldbb r pontu osztdlyt r nem lires disz-
junkt.résirérbontjuk, és az i. particié az i. rész pont- |
. jaibbl és a t5bbi osztdlyokbdl és ennek komplementerébdl

411,
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2. Telies pdros grifok particidéfedései.

A kovetkezs tétel- teljes pdros grifokra /r=2/
vonatkozik és Lehel Jendvel bizonyitottuk az 5.Tételhesz
segédtételként, de “nmagdban is érdekes:
10,Tétel: Ha egy n ponttheljeé péros grifon adott egy t
réti particiéfedés, akkor a fedéshipergrdf rangja lega-
14bb [%}* o o | |
10A,Tétel: Ha G n pontu teljes piros graf éleit t szinmel
szinezziik, akkor van G-nek egy egyszinii, Osszefiiggb, leg-
aldbb ‘%1” pontu részgrifja.

Megijegyzéag: a tétel "nagyjébél";pontos. Hé G egy teljes
pdros grif, akkor mindkét kromatikus osztdlydt osszuk fel
egyenletesen t részre és ezen részek kbzotti éleket szi-
nezzilk ki a t-% teljes piros grif egy‘l~faktorbkra bontd-
sa szerint - egy l«faktornak egy szin feleljsn meg. Ebben
a szinezésben éinden szinben “nagyjébél" [%] az Osszefiig-
g8 kémpbnensek pontszéménék/maximuma.‘Ha G valamelyik osz-
tdlydnak pontszdma oszthatsé t-vel, akkor pl.‘pontosan [%Y
ez a maximum,

Megemlitjiik ezzel kaposdlatban a kovetkezd séjtést:
/Lehel Jendvel sejtjiik/ |
Sejtég: Ha G teijes paros grif éleit t szinnel szinezziik,
akkor G csucsai lefedhetd8k 2/t-1/ egyszinﬁ‘bsszefﬁggS rész-

grif csucsaival,

l.Megjegyzés: a t=2 eset a 9,7étel specidlis esete.

2.Megjegyzést=3-ra kinnyii igazolni a sejtést: elég vala-

mely szinben egy komponenst tekinteni, ha ez A és B halma-

zokbél tevddik Ussze, akkor A és Y-B ill. B és X-A kbzot-
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ti teljes pdros grdfok két szinnel vannak sziﬁezve, igy
ezek 2-2 egyszinu'ésszefﬁgg6 régzgrdffal lefedhetbk a
t=2 eset alapjdn. /X és Y a pérds grif két osZtélyét Jje-
151i./

3. Megaegyzes 2/t-1/ helyett 2t-1 -et irva a seates 1gaz,

ez trividlis: 1egyen Pq egy piros. el. A p-re és q-ra il-
leszkedd piros élek és a p-bdl ill, q~bol induldé nem piros
csillagok 4ltal meghatérozott részgrifok adjdk a kivdnt
fedést. Ugy tlinik, hogy ez a sejtés is hasonlit Ryser

mdr emlitett sejtéséhez / mely szerint teljes graf éléit

t szinnel szinezve t-1 Osszefliggd egyseinll részgrif csu-
csaival lefedhetdk a teljes grif csucsai/ abbdl a szem-
pontb6l, hogy t-1 helyett t-t irva trividlis 41litdst ka-
punk,.

4.Megjegyzés: 2/t-1/ nél kisebb szdmra a sejtés nem igaz,

ezt a kovetkezd példa mutatja: Tekintslik azt a pdros grd-
fot, melynek fels§ osztdlydban t-1 pont, az:alséban £
‘pont van., A t! pontot fogjuk fel ugy, mint t elem t-1
osztdlyu ismétlds nélkilli varidcidit. A fenti i. pont és
a lenti ajas...ay_; permutdcid kozotti 61 szine a;. Ezt

a grdfot t=3-ra az aldbbi 4bra mutatja:

-—— 2
At 3

11.Tétel: A fent definidlt pdros grdf csucsait 2/t-1/ -
nél kevesebb dsszefliggs e%yszinﬁ részgrif csucsaival
nem lehet lefedni, |

Bizonyitdiss: Feltehetjiik, hogy a fedés a fels$ pontokra
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illeszkedd csillagokbdl 411, Rendezzlik ugy el a fenti pon-
tokat, hogy az i. pontra Xy szému egyszinil ceillag illesz-
kedjen a fedésbsl és xlé X8 «EXy 4 teljesliljon. Beldtjuk

azt, hogy valamely i-re x.2 i+l. Ha ugyanis Xiéi_minden

ig
141 £t-1 esetén, akkor vdlasszunk egy olyan sziﬁt, mely
a t-1 —edik pontra illeszkedd fedScsillagok szindtél kii-
16nboz5, ezutdn olyat, mely a t-2. pontra illeszkedd fe-
décsillagok szin€tél és a mdr vdlasztotfs gzintdl kiilonbs-
z8, és igy tovdbb. x; §i feltételiink biztositja, hdgy ez
az eljdrds folytathaté., Igy t-1 szint vdlasztottunk ki, és .
az az alséipont, mely az i. felsd ponttal éppen az ahhoz
‘vélasztott ézinnel van 6ssz§k6tvé, nem lehet lefedve - ez
ellentmondds.
Van tehit egy olyan i, hogy xig i+l. Ekkor

4-4 g -4 )

2 xi= 2 x.+2 x, /i-1/+/i+1//t-1/
1 d 4=t e T _ ‘ :
Beldtjuk, hogy a jobboldal 2/t-1/-nél nem kisebb, azaz
Ji=1/+/i+1//t-i/22/t-1/  ami i=1 ese-
tén egyenlfség, kiilonben étrendezvé'és i-1 el leosztva
t2 i+l egyenlétlenségbe megy:4t, ami igaz, hiszén t-1
pont van fellil. Azt kaptuk, hogy
:Z:;xj 2 2/t-1/ és ezt akartuk beldtni.
5.Megjegyzés: A sejtést elég olyan szinezésekre bebizo-

nyitani, amelyben minden szinben minden sszefliggd egy-
szindl részgrif teljes pdros griaf. Ha ugyanis H egy olyan
egyszinii pl. ‘piros Gsszefiliggd részgraif, amély nem teljes,
akkor legyen ennek ab egy hidnyzd, azaz mdsszini, pl.‘kék
éle. Ekkor felbontdsunk a kovetkezd lehet: H-hoz vegyiik

hozzd az a és b pontbdl induld Bsszes piros élt - ez lesz
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az elsd részgrif, ab élhez vegyﬁk'hozéé'azva~bél és b=bb1
induld Gsszes kék 41t - ez lesz a misodik részgrif. A fel-
bontds tabbi‘részgréfjét'az a-bd1l és b-b3l induld egyszi-
nﬁ, pirostdl és kékt81 killonbszé csillawok alkotjak. Lzek
azdma legfeljebb 2/t-2/ és ehhez jon meg a mar deflnialt
két részgriaf. Igy 1egfelaebb 2/t=1/ szdmu egyszinu ossze-~
- fliggl részgréf csﬁcsaival lefedtitk a feljes péfos graf
Gsszes csucsdt. | - | |

10,Tétel blzonyltnsa' A tptelt a 10A. alakjaban blzonyltjuk

S
A bizonyitis lenvege annak kimutatdsa, hogy a keresett, [%}
~ pontu osézefuggo egy821nd reszgrafot abban a szinben meg-

taldljuk, amely'szinben a legtﬁbb éle van G-nek.

i

Tekintsiik a kivetkez8 széledérték feladatot: adott
m,n,M termésZetes’szémbkhdz keresend8k olyan r, XyyeesX,,
és yl,..,yf nem hegativ egészek /r-r8l feltessziik, hogy

pozitiv/, hogy
5 . | |
/i/ Z__w: 1=, 2 ¥;=n , X;+y; &M minden 1% i4 r-re,

: '»'4 X

és az f= 2; x;y; 8@ lehetd legnagyobb. Az /i/-nek eleget

(23

tev6bei és y; sorozatokat egvszerﬁen megolddsnak fog-

juk neveznl. Egy megoldasban xl,y part telltettnek nevez-
ziik, ha x, 37 4=, mig x. Y4 { M esetén telitetlennek. Bebi-
zonyitjuk a kovetkezo lemmdt: '
Lemma:Az /i/ feladatnak van olyan 81508y 3 Dyyeeyby OD-
timAlis megoldasa, melyre | '

A. Egyetlen telltetlen pdr van /ez lehet a 0,0 par/

B. Ha.ak,bk jelsli a telitetlen pért, akkor‘aiéaﬁc
és b, 2 b, minden 1£i<k -ra.

Bizonyitis: legyen BpyeesBy 3 biseesb) @ feladatnak olyan
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optimdlis megolddsa, melyben a lehetd legtSbb pdr telitett
és ezeken beliil a lehetd legkevesebb pdrbdl 411. Beldtjuk,
hogy ezzél a vdlasztdssal a lemma 41litdsai teljeslilnek.
Ha lenne két telitetlen pér, ay,bq és a,,b, , akkor

klngGn pl;_alé 5. Ha bié b2, akkor al—et éshbl—et csok-
kentve, mig az—t és b -t megfelelfen ndvelve tovdbbra is
optimdlis megolddst kapunk, de e novelések soran vagy az
az,b2 par telitetté vallk vagy agz al,b1 parbdl 1esz a
0,0 péar, és ekkerezt elhagyguk. Mindkét esetben ellentmon-
ddsba keriiliink a Vélaéztott megoldds definiciéjéval. Ha
‘aj&a, de by > by, akkor bi-et csokkentsilk és b,~t novel-
juk ugyanannyivéi, ekkor a célfiiggvény nem csdkken, tehdt
tovabbra is optimdlis megoldést kapunk. E miivelet sordn
by = by-b, b} = bytb, ezt vaiy az a,,b} telitett lesz,
><vag'y b]'_ébé' bekb’vetkezik, Az els8 eset ellentmond::is, a .
médsodik esetben viszont az a‘l,bi' ég a,,b} pérra aléa2
és biébé - azaz a mir térgyalt esetre jutunk, mely ellent-
mondashozkvezetett.~Ezzel A.-t igazoituk, hiszen ha egyil-
taldn nincs telitett pdr, azt ugy fogjuk fel, hogy a 0,0
pért telitetlen péarként hozzévesézﬁk a megolddshoz.

: “B. bizonyitédsdhoz tegylik fel, hogy a telitetlen
a,b pérra és a telitett é’,b’ parra pl. a’®< a. Definidl-
juk e pdrok helyett az a’+l,b’-1 és a-1,b+1l pArokat. Azt
411itjuk, hogy e cserével a célfiiggvény criéke né./Az,
hbgy tovdera is megolddst kapunk, nyilvénvald./ Ehhez
azt kell beldtni, hogy
/a*+1//b*-1/+/a-1//b+1/ > a’b’+adb azaz a-a’+b’-b4XJ.

a+b<a’+b?, mivel a,b telitetlen és a’,b’ telitett, azaz
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a-a’<{ b’-b. Mdsrészt a~a’2 1 feltevesiink szerint, ezért
b?~b legaldbb 2, ami bizonyitja a kivdnt égyenlétlenéé~
get. Ellentmonddsra jutottunk azzal, hogy megolddsunk op-
timdlis volt., O

Folytatva a tétel bizonyitdsit, tegylik fel, hogy G
grifunknak piros szinben van a legtobb éle. G piros szinii
élei komponenseket hatdroznak meg, legyenek XyseesXy, és
YiseesVp é komponensek pontszimai G alsé ill. felsd osz-
tdlydban, Jeloljiik tovibbd m-el és n-el ¢ alsd éz felsd
osztdlyfinak pontszémét. Nyilv-in éxi = m, é ¥4 = 0.
Tegylik fel, hogy Allitdsunk nem teljesiil, ami azt jelenti,
hogy

. X

x.+y.£;P£%£].-l =M minden i-re. Az itt definidlt
M~-el /m és n-el/ az Xl""‘r 3 Y1reesVp megolddsal a lem-

miban szereplé feladatnak, ezért a lemma Altal blzt091bott

optimdlis megoldasra a celfugrveny nem kisebb, azaz
24 *1¥3 % Z 230y /ii/.
~/ii/ jobboldala a kbvetkezSképpen irhaté-

k 1 k-1 5 k-1 5 )
;aibi =5 ( ;/ai+bi/ - ,-.Zfai .,Z,b +a by
-1

- 2 . 2 ’ 3 i3
= M/m—ak/ - L,=4.ai +akbk . E;ai-et alulrdl becsiilhet-

jik, felhaszndlva, hogy négyzetigszeg adott Osszeg mellett

akkor a legkisebb, ha egyenletes a felbontds, Ezért

2 .
. < - - m=--a
2; a;b, & M/m-a,/ L—E“ELT + a, b ) /iii/
Felhaszndlva, hogy G-nek legal:dbb %5] piros éle van, /ii/

ég /iii/-bd1 kapjuk:

uh

T 2
qu 2; Eia bi < M/m«a / - m"awi— +akbk

‘=1 (=
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Felhasznﬂlva, hogy k-1= @iﬁrélmﬁkw ,M/mnak/—t kiemelve

»
Ha_gk L M/m-s //n bl o

= m+n- al k k7k

Beldtjuk, hogy ennek pontosan az ellenkezdje igaz:

mn M/m-a, [/n—bb[ | . . P
ETl > an"ak bk + akbk ami ellentmondds.

Felhaszndlva a p & [p] { p+l egyenlétlenséget, a felsd egdsz
. . ,
részt elhagyhatjuk, lN= [E%Q] - 1 helyett pedig E%Q -t ir-

hatunk, azaz elég belitni az

mnymn /m-a, //n-b, / Crvan & .
?-?1 T +n-a1 blk +akb1c egvenlotlense-

get. Megfeleld Adtrendezés utdin ez igy irhatd:

2 2
a,n +bkm

-a bk/t+1//m+n/+ta bk/a +b /2(). Ha a, vagy
' bk 0, akkor ez nyilvén igaz, egyébként ahbl ~val leosztva és

dtrendezve

2 2 .
B _ /t+1/m + Eg- - /t+1/n + t/a +b, />0 addédik, Beldt-

juk, hogy _

ma /t+l/ és n2b /t+l/ /iv/

és ebbll midr az egy sorral feljebb leévd egyenldtlenség ko-
| vetkeéik. Mivel

~ .
M = [51—_?-] -1és Il = [%—f—_%] ezért k=121,

azazlc§t+1. A lemma B, 41litdsa szerint ay és by -ndl a
tobbi a.—ﬁ il1l, b;-k nem nagyobbak,ezért
i 1 1 i .
= . 4 = > . Y
m h‘ai g'k akg‘;/t+1/ak és n Lﬂ'bi 2 k-b 2 /tfl/bk .

Tzzel /iv/-et igazoltuk, és egyben a 10.Tételt is.(TTI



4. Y, é3 T kapcsolatirdl hiperpgrifok Osszegében.
= =k

1, Y, és T kapcsolata hipergrifok t-szerezéadében.

Legyen H egy egyszerii hipergrif, ennek t~azeremését, Ht
hipergréfot a kovetkezd médon definiiljuk /t természetes
gzdn/: HE csucsai H csucsai, élel pedig H t szdmu, kiilon-
5626 élenek egyeeitéseként irhatdék, azaz
v/ub/=v// w/ub/= BEK : B € B/H/, BT, ha i#3 ]
A kovetkez§:tétel C.Berge sejtése vdlt/[41278.olda1/:
12.Tétel: [9] Ha H Helly tulajdonsdgu és ’Yt/Ht‘/ &t, azaz‘
Ht bérmely t+1 élének van k&zbs pontja, akkor T/Ht/._é_ t.
A 12.T6tel éles a kivetkezd srtelemben: |
13.Téte1:[9] Minden té:Zgyé].-hez létezier Helly tulaj-
dongdgu hipergrdf, melyre iYE_i/Ht/ggt-l, azaz th drmely
t 2lének van kbzds pontja és 1“/Ht/g d. |
| Természetes kérdés az, hogy ne céak htv;ré, hanem
mt részhipergrifjaira is bizonyitsunk a 12.Tetelben szerep-
16 tulajdonsigot. Ehhez azonbsn nem elég az, hogy 11 Helly

tulajdonségu, amint ezt a kovetkez8 téetel mutatjas

14.Tétel: 9 Minden t;Z,u,lgél esetén van o‘lyan H Helly
tulajdonségu hipergrif és Ht-nek olyan H? résihipergréf-
ja, hogy ‘Yk_l/H’/ggk-l, azaz bdrmely k élnek van kozbs
pontja és T /H' /2 u. |

Kéfdés azénban, hogy H normalitdsa nem biztositja
e a 12, Tétel analogonjat Ht minden részhipergrifjﬁra:
Kérdés: lia H normilis hipergraf‘és H? Ht olyan részhi-

pergrifja, melyre bdrmely t+1 é1 metszi egymist, azaz
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‘ft/H"/ét, igaz-e, hog;y T/H/ st?

Konnyld beldtni, hogy a vilasz igenls, ha H inter-
vallumrendszer a szdimegyenesen, vagy pl. ha H pdros grif.
Ha H egy fa részfarehdszere, akkor a vdlasz csak t£3 eset-
ben ismert [71.

Ha Ht részhipergrifjairdl csak azt tessziik fel, hogy
bdrmely t élnek van kzds pontja, azaz Yt_l_ét-l, akkor
H normalitdsa mellett is csak negativ eredményt tudunk Al-

1litani:

15.7étel: Minden t 22, u2 1 -hez van olyan H normdlis hi-

pergraf és H! részhipergrifja Ht~nek, melyre H’ bérmely tv

élének_vén.kézﬁs pontja, azaz Y;_I/H’/“éat-l és T/H'/2u.
A t=2 specidlis esetben a 15,Tétel még erdsebb for-

mdban is igaz:

16.Tétel: Minden u21l-hez van olyan H piratlan kért nem

2—nek, hogy

tartalmazé hipergridf és H' részhipergrifja H

Y/H? /=1 és T /H/ 2u. ’
12.7étel bizonyitdsa: Jelslje ¢ L/H/ komplementerét. Te-

kintsiik az

A = { Xt x€V/G/,d/x/§t} halmazt, ahol d/x/.
x pont fokdt jeldli., Beldtjuk, hogy |A|<t. Tegyilk fel u-
gyanis, hogy [Al2t -ekkor vdlaszthatunk Xq9Kpyee Xy lli-
16nb8z8 csucsokat é—bél, ugy, hogy d/xi/gd;minden i-re
/leiet/. Az Yy,..,Y, csucshalmazokat definidljuk ugy,

hogy lYﬂ=t és Y; minden pontja legyen x;-vel gzomszédos .
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Legyen Yo% {xl,..,xt} . TekintsiikHt azon Ei éleit, melyek
Yi.ponﬁjainak megfé1e16 H-beli élek egyesgitéseként irhatdk
1=0,1,..,t-re. Tgy t+1 61t definiéltunk‘Ht;ben, és konnyii

~14tni, hogy ezeknek nincs kdzbs pbntja - ez ellentmondés.

‘Beldttuk tehdt, hogy Al < %, ebb61-Tomeécu egy tétele sze~
rint/'[jL 430. oldal/ kovetkezik, hogy G krométikus szdma

legfeljebb t, azaz L/H/ csucsal lefedheték legfeljebb t

| teljes graffal. H Helly tulajdbﬁségu,'ezért a teljes gré-

fok pontjainak megfeleld éleknek van kozos pontjuk, igy

T/H/4&% - ebbsl T/u/ %t adédik.orm

13.Tétel bizonyitdsa: E tétel bizonyitdsinsl és a tobbi
negativ eredmény bizonyitﬁéénél felhaszndljuk a kovetke-
28 lemmét{ ;

‘A.Lemma: Minden G grdfhoz van olyan H Helly tulajdonsigu
hipergrif, melyre L/H/ izomorf G-vel, - | .
Bizonyitds: Konnyi elleh6rizni, hogy G maximilis teljes
gréfjaibél 41168 hipergréf dudlisa megfelel H-nak.

- Legyen G olyan grdf, melyben bérmely. kﬁr,tz-nél
hosszabb‘és kromatikus szémé‘legalébb u+f. Ilyen grif 1é-
tezése [11]-b81 kidvetkezik, Legyen ﬁ,oiyan Helly tulajdonw
ségu.hip;rgréf, hogy L/H/ izémorf-G komplementerével. I-

lyen H 1étezését az A.Lemma biztositja. Beldtjuk, hogy
T/Ht/;ln Ha 1‘/Ht/<¢11enne, akkor van egy legfeljebb
u-1l elemii léfogéhalmaza - ett81 a lefogdhalmaztdl csak
t-1 H-beli &1 lehet idegen legfeljebb, ezért H-ban van
egy u-l+t-1 elemii lefogérendszer, azaz T/H/ € utt-1, ez a-

zonban ellentmond annak, hogy L/H/ teljes grifokkal vald
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fedéséhez legaldbb. u+t teljes grdfra van sziikség. ’
Megmutatjuk, hogy yt barmely t élének van kbzds
_ | ° . .
. s _ Yy ng SN r P! = Dy .
pontja. Legyen Ej = ﬁiElj’ E} %iEzj"" E} %iﬁta

n-ben + szému é1, ahol Byy -k H-beli éleket jeldlnek.

3 élnek megfeleld csucsot L/H/-ban. Az

¥={y;; 5 141,54t} coucsok dltal feszitett részgrif

yij Jelvlje azAEi

komplementere nem tartalmaz kort, mivel \r| &2, Ebb81
kifolydlag az Y halmaz pontjal elrendezhetdk ugy, hogy
bdrmely y € Y~hoz legfeljebb egy olyan y’QVY van melyre
y Ly* és y,y’ 61 nincs benne L/H/-ban. Vdlasszunk ki csu-
csokat Y-bdl a kidvetkezd algoritmus szerint: kezdetben

legyen Y* = ¢§. Ha van olyan y,.€ Y-Y? , hogy ¥ 6ssie‘

Uig i]
van kotve Y? minden pontjédval és ykmE‘YhJﬁﬂ.i¥k kovetke-

zik, akkor a legkisebb ilyen Yy -t vegylik be Y’-be,

/A legkisebb a fenti rendezésbei értends/. Ezen uj Yo
vel folytassuk az eljdrdst, egészen addig, mig nem tu-
dunk mAr tovdbbi ¥ij pontot vAlasztani.

Beldtjuk, hogy Y’ minden 1&iSt -re tartalmaz
olyan csucsot, melynek elsd ihdexe i. Ha ez ném lenne i-
gaz, akkor valamely i-re AZ Yi19Y5009Y 44 csu&sok egyike

ke‘Y’

gem lenne Y’-ben. Minden k-ra és yik—ra van olyan y
hogy yk<:yikAés y,yik,él nincs L/H/-ban./Ellenkez6 eset-

bekeriilt volna Y?’-be/. Mivel Y1 <L t, ezért van o-
k’

ben yik

lyan k és k?’, melyre ykéy , ami ellentmond Y rendezésének.

- ¥* ezért minden i élet reprezentdl = azonban Y"
teljes graf, ezért H Helly tulajdonsdga miatt {ﬁ Ei #d.
Ezzel a biéonyitést befejeztlik.[rD

14.Tétel bizonyitdsa: G grafot a kdvetkezd médon definiAl-
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Juk: Legyen:Gl grif minden kBre k-nidl hosszabb és kfomgﬁi—
kus szdma 2u-ndl nagyobb. G csucsait mAtrix-alakban kép-
‘zeljilk el, melynek.t sora ég ‘V/Gl/ oszlopa van. G éleit
a7 o188 két sor definidlja: Gy komplementerét helyeszzilk

el az elsf két sorba, még pedig ugy, hogy az eg&mésvfelet—
ti pontok egymdsnak feieljenek meg egy izomorfizmusndl. Az
els8 sor és a mdgodik sor kozstti Gsszes élt még hozzd-
vesszilk a grdfhdz. Tekintsiink egy olyan H Helly tipusu
hipergrifot, melyre L/H/ izomorf G-vel. H’® fészhipergréf
d11ljon G oszlopainak megfeleld élek unidibdl. Kﬁnnyﬁ iga-
zolni,;hogy H® eleget tesz a tétel kévetelményeinék;ﬂﬂj

15, Tétel bizonyitdsa: Tekintsiink egy ut+2/t-1/ sorbél és

t oszlopbél 4116 mitrixot, melybdl a jobb £5ls8 és bal al-
: sS‘sarokelemeket elhagyjuk. Ezen csonkitott mdtrix elemei
legyenek G'gréf coucsai. G két csucsa legyen éllel Ussze-
k&tve pontosan akkor, ha kiilonbdzd oszlopban vannzk, és
a kisebb oszlopindexili csucs "hagasabban" van,'azaz sorin-
déxé‘kisebb. Az.igyAdefihiélt'G graf maximdlis teljés
'részgréfjaibél képezett hipergréf dudlis hipgrgréfig. H
legyen, Ekkof H Helly tuiajdonségg hipergréf, és L/H/
izomorf G-vel. H? hipergrﬁf élljdn G'tfedik,t+1~edik,..
,ut-edik sordnak megfelels élek epyesitésébsl, Dikor H?
Ht'részhipergréfja lesz. :

A. H normilis hipergrdf - ehhez azt kell igazolni,
hogy G maximilis teljes grafjaibdl, mint élekb81 &116
hipergréfbén a ﬁontok birmely V fészhalmazéra Q/V/ =
0(/V/; azaz a V pontjait 1efea6 teljes grifok minimdlis

szdma megegyezik a V-ben 1év§ maximdlis lires grdf pont-
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'széméval,/na V-t, mint G pontjainak részhalmazit tekint-
jik/. Ha a G grif éléit ugy irdnyitjuk, hogy minden é1
"lefelé" mutasson, akkor G parcidlisan réndezett halmaz
lesz - igy V 4ltal fészitettkrészgrﬁf is az. Dilworth is-
mert tételétv alkalmazva @ /V/=A/V/ adddik.

B. H’-ben bdrmely t élnek van kozs pontja. Vald-
ban, H' t szdmu élének G t elemii sorai felelnek meg. A
legkisebb indexii sor elsd eleme, a kivetkezs sof masodik
'eiemé, ...,a legnagyobb indexii sor t. eleme teljes grifot
definidl G-ben, ezért H Helly fuladensiga miatt ezen pon-
toknak megfeleld H-beli ¢leknek van kozBs pontja.

¢, T/H’/ 2 u, nivel H?—nek legfeljebb t szdmu €1ét
lehet egy ponttal lefogni, tekintve, hogy G-ben t—ﬁél na-
gyobb teljes grAf nincs.[OO /

16.Tétel bizonyitdsa:ehhez elég azt észrevenni,'hogy~t=2

esetén az eldz8 bizonyitdsban szerep15 G grif pdros grif,
ezért mekimdlis teljes részgrdfjaibdél 4116 hipergrif Snma-
ga, eﬁnek dudlis hipergrifja nem-tartalmaz piratlan kort,
~hiszen egy h hosszusdgu kornek a dudlisban is megfelel egy
h hosszusdgu kor.

2, Y, _ég T kapcsolata diszjunkt hipergrifok Usszegében.

k:

Hipergrifok t-szerezésének mintdjira bevezethet-
Jilk diszjunkt hipergrdfok Usszegét is. Az Osszeg defini-
ci6ja megfelel egyéb strukturdikon szokisos Osszeg-defini-
cidknak: ha Hl,Hé,..,Ht'olyan hipergrifok, melyek csucs-
halmazai pdronként diszjunktak, akkor az Usszeg-hipergrif

csucsal a komponensek csucsainak, élei pedig & komponensek
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éleinek egyesitéseként irhatdk, aéaz
¢ ) + . £ - t
v/ ZHy/ = NV/Hy/ és B/ Z Hy/= {UEry : Byer/m; /).
A 12.7étel megfeleldje itt mdr minden részhiper-

grifra igaz:

17,Tétel: Ha t diszjunkt Helly tulajdonsdgu hipergrif
ﬁsszégébeh H?* olyan részhipergraf, melyben bdrmely t é1-
nek’van kozds pontja, akkor T /H’/ 4t és van olyan t ele-
mii léfogéhélmaz, melynek minden'komponensben Van egy~egy
pontja,

Ha az Ogszegrdl cgak annyit tesszlink fel, hogy

barmely két élnek van kézﬁs pontja, ebb8l még nem lehet

T -ra becslést.adni /mely csak t-t61 fiigg/, még akkor sem
'Aha H~-r61 feltételeazszlik, hogy normilis, -
l8.Téte}:»Minden u természetes szdmhoz van olyan'Hl.és
H, normdlis hipergridf, melyek diszjunktak és H Osszegiikre
V/i/=1 de T /H/Zu.

| Erdekes, hogyvnormélis hipergraf helyett kiegyensu-

- lyozott /balanced/ hipergrdfokat véve mdr pozitiv‘eredméhyt
‘tudunk d1litani, 88t pozitiv eredményt tudunk mondani azok-
ra a hipergrafokra is, melyek Hell& tulajdonsdguak, tovéb-
bé_minden harom hosszuségu'kﬁrukben vah olyan ‘él, mely a
kor mindhdrom pontjdt tartalmazza. Mint arra Frank Andrds
rémutatott, ezen hipergréfok‘pontosan.azok, melyekben min-
den alhipergréfArészﬁipergréfjai Heily tﬁlajdonséguak. En-.
nek a megjegyzésnek alapjén ezeket a hipergréfokat erdsen
Helly tﬁiajdonséguéknak nevezhetjiik., Ertsen Helly tulajdon-
sdgu hipergrdfok osztAlydba tartoznak a kiegyensulyozott

-/balanced/ hipergrifok.
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19.Tétei: Minden t-hez ég k-hoz van olyan £/t,k/ 87 i,
hogj aménnyiben t diszjunkt erdsen Helly tulajdonsdgu
hipergrif ©sszegének H’ részhipergrifjira V/H’/élg.
akkor T /H*'/<T/t,k/.

Ez az eredmeény a szerzd egy régebbi tételébsl ko-
vetkezik /[10] 4.7étel/ a kovetkezd, taldn tnmagdban is
érdekes lemma felhaszndldsdval:

Lemma: Trdsgen llelly tulajdonsdgu hipergrdf line-grifja
nem tartalmazhatja a hlrom fliggetlen é1bdl 4118 graf
komplementerét. /Normdlis hlpergréfra ez nen All, hiszen
ez a graf pprfekt/ Nevezziik el ezt a grifot Q3 -nak,

Lomma blaonvltasa- Indlre&t médon okoskodunk Tegylik fel,

hogy QB grif benne van fesz1tett resagrafkent H erésen
Helly tulajdonsdgu hHipergrdf line grifjdban. Jeldljiik
04 csucsait az aldbbi dbra szerint: /eifl’e2f2’63f3 &~

lek hidnyoznak a grifbdl, a tobbi é1 megvan/

Cqo-— = = == — o £4
€oonw =~ =~ — - ~ 42
€go- ~ - = -9 £s

Tekintsitk az el’X’GZ’Y§83’Z kort, ahol Xé&elr\ezr\f3 ,
Ye'ezr\e'anl és Zee3 neyNf, o X',-Y,Z po‘ntok kivélaszt-—
hatdk igy, hiszen H Helly tulsjdonsdgu. A kivdlasztott
pontok mind kﬁlﬁnb@zék, higzen, ha pl. X=Y akkor Xe€e,

és Kéffl, ani nyilvdin lehetetlen, hiszen e és fl disz-
junktak, Tzen kir egyik éle sem tartalmazza X,Y,Z minde-

gyikét: Y& €1 Zﬁe2 és X¢63 . Az ellentmondﬁ.s a lemmdt

bizonyitja.O
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17.7étel bizonyitdsa: H' éleinek szdmdra vonatkozd induk-

cidval bizonyitunk. Legyenek Hl,..,Ht-diszjunkt Helly tu-
lajdonsdgu hipergrifok. és H’ az Osszegiik egy részhiper-
grafja. Teéyﬁk fel, hdgyvigaz a tétel, ha H’-nak k-ndl
‘kevesgbb éle van, és 1egyenF/H’Ack. Legyen e € L/H?/ és
e= ggei ahol e, € E/Hi/. H?-e hipergrdfnak indukcios fel-
tevés. szerint van t~pontu~1éfogéha1maza, KyseesXys olyan,

hogy xiE'V/Hi/. Feltehetd, hogy minden xi~hez van olyan

. fog le - ellenkezd esetben

éle H'-e -nek, melyet csak x;

X4 csugsot hagyjuk el és helyette vegylink tetszdleges csu-
cSof e —b6l; igy H?’-nek a kivint lefogdhalmazdt kapjuk.
Rendeljiik a csak xi-ben lefogott H’-e -beli élek Hi-be
es kdmponenseit x;-hez, ezAlegyen‘Fi részhipergrafja H;-
nék.'H’~e esetleges.maradél 2leinelk kdmponenseit osézuk
be tetszéiegesen kiilonbdzé F;-kbe. Ilymédon egy-egykér~
telmii megfeleitetésunk van-H*-e élei és gEE& ktzdtt,

Héivalamely i—re’ei metszl Fy minden élét, akkor
H; Helly tulajdonsdga miatt FiLJ{eé -nek van k6z6s pont-
" ja, ezzel Xi-t kicserélvg H’-nek a kivint lefogdéhalmazat
kapjuk. EllenkezG,esetben minden ei—hez van olyan fie'Fi
hogy éi?\fi= # . Bzekhez az az £, élekhez tartozdé H?-e-
beli ¢lek halmaza legyen E’. |E’l = %, ezért az B’Ve
élhalmaz t+1 elemli, Feltétel szerint ezen'élhalmaznak van
kozts pontja, ez azonban lehetetlen, mert eif\fi =@ az i.
komponensben, (T13

18.Tétel bizonyitdisa: G két szinnel szinezett.teljes gri-

fot definidljuk a kovetkezd médon: pontjai egy u soru és

u oszlopu midtrix elemei, és két pont kozvtti €1 piros, ha
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- a két pont nincs egy sorban, kék, ha a két pont nincs egy
oszlopban., Ilymdédon egy é1 t&bb szint is kaphat. Legyen
G, é8 Gy a piros ill. kék élek 4ltal meghatirozott grif.
G
p N

ez, hogy komplementeriik perfekt cf. [13]/ ezért maximdlis

és Gy perfekt grifok /legegyszeriibb médon ugy ldthatd

kteljes grifjaikbdl képzett hipergrif dudlisa normdlis {13}.
Ezen hipergréfokbﬁsszegét nézve Y =1, hiszen G-ben bdr-
.mely két pont kﬁibtt van piros vaéy kék él. Misrészt T2u
az Ogszegre, hiszen G csucsai néﬁ fedheték le u-ndl keve-
sebb egyszini teljes részgriffal, tekintve, hogj egy egy-

szinil teljes részgrdfnak legfeljebb u pontja van. OO
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5. Nem csdkkenthetd lefogdhalmazok szdmirdl.

Vizsgdljuk meg, hogy egy hipergréfnak hédny, legfel-
~Jebb k elemii lefogéhalmaza lehet, pontosabban, hogy milyeﬁ
fels6’becélés adhaté erre, mélymcsak k-t481 és é hipergréf
‘rangjdtsl fﬁgg. A kérdés csak olyan lefogdhslmazokra érde-
- kes, melyek nem cstkkenthet8k, azaz melyekbd8l tetszdleges
‘pontot elhagyva mir nem kapunk 1efbgéhalmazt. Nevezzik az

ilyen nem csdkkenthetd lefogdhalmazokat minimalisnak.

20,Tétel: Egy r rangu H hipergrifban legfeljebb r mini-
médlis, k-ndl nem nagyobb elemszimu lefbgéhalmaz lehet.

A tételt k= T/H/ ra alkalmazva adddik:
v4:

1.Kovetkezmény: Egy r rangu H hipergrdfban legfeljebb
szdmu. T°/H/ elemi lefogdhalmaz lehet., | ,
2.Kovetkezmény: / [13],53.01dal 2.tétel/ r rangu Y -kriti-

kus H hipergréfban iegféljébb /Yr/r é1. lehet. /Egy hi-~
pergrdf v -kritikus, ha birmely 616t birmely pontjdval
csbkkentve Y megnd./ { | |
Bizonyitéds: tekintsﬁk ézt'a_H; hipergrifot, melynek pont-
jai H pontjei, élei pedig H-bSl vett Y szdAmu é1 egyesité-
seként irhaték. H’ rangja legfeljebb ¥Yr és H minden éle
‘egy minimdlis, legféljebb r elemii lefogdhalmaz. /A minima-
litds H Y —kritikussdgdb6l kovetkezik./ A 20. tételt al-
kalmazva a kivetkezményt kapjuk.O

20,Tétel bizonyitdsa: k szerinti indukcid, k=l-re a tdtel
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igaz. Legyen k >1 és védlasszuk ki H tetszlleges e €14%.
H~nak minden minimflis lefogdhalmaza metszi e-t és e egy
k-1

x pontjdt legfeljebb r ilyen lefogdhalmaz metszheti,

hiszen egy ilyen T lefogdhalmaz esetén T-{x} lefogdhal-
maza H-x -nek, még pedig minimdlis és legfeljebb k-1 ele-
mii, Miutédn e-nek legfeljebb r eleme van, ezért r-rk"l=rK

lefogdhalmaz lehet legfeljebb. OO
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6., Fogalmak, jeltlések.

Ebben a fejezetben felsoroljuk a legfontosabb fo-
galmakat és jelbléseket.

Hipergrifnak nevesziink egy H=/V/I/,E/H// pédrt, ahol

V/H/ egy véges halmaz, E/H/ pedig V/H/ részhalmazs inak egy
véges fendszere. Rendszert mundtunk halmaz helyett, mert

‘egy részhalmaz t6bbszbr is szerepelhet E/H/~ban. Ha minden
részhalmaz legfeljebb egyszer szerepel E/H/-ban, akkor egy

gzerd hipergrifrdl beszéliink., V/H/ halmazt H csucsainak,

-vagy pontjainak, E/H/-t pedig H éleinek -mondjuk.
- Mindig feltételezziik, hogy egy hipergrif éleinek

egyesitése a csucsok halmaza.

H® hipergrifot H részhipergrifjinak nevezziik, ha
H* élei H élei kozlil valdk és H? pontjait H* éleinek egye -

z

sitége adja. H"hipérgréfot H hipergridf alhipergriafjinak

nevezzilk, ha pontjai V/H/ egy részhalmaza,"éléi pedig H
éleihek’ ezzel a részhalmazzal vald metszetei.

" Bgy hipergrif rangja egy maximAlis sok csucsbdl 41-

16 elemszdma, Igy csucs foka a csucsra illeszkedd élek

szdma, Két hipergrif izomorf, ha csucsaik kizStt egy-egy

értelmil éltartd megfeleitetés 1létesithet8. q hosszusdgu

a*Fqr %1

ahol xi-k kiilonbszd coucsok, Ei—k kiilonbozd élek és

léncnak nevezzilk az X1 9B s XpsBEpyeayX sorozatot,
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hosszusdgu kdrrd8l beszéliink, .
Egy hipergrdf Usszefiiggl, ha bdrmely ket killonbbzd

pontja ldnccal Osgszektthetd. Kiénnyll igazolni, hogy minden

hipergrif egyértelmiien felbonthatd dsszefiiged komponensek*'
re. |

H=/V,E/ hipergrif dudlis hipergrifja, H’ a kovetke-

z8: H® élei H csuceainak, H? e¢sucsail H eleinek felelnek meg
és H’-ben csucs élre /él csucsra/ pontosan akkor ?11eszke—
dik, havH~ban a megfeleld é1 csucsra /csucs élre/ illesz-
kedik., | |

Egy hipergrdf uniform, ha minden éle ugvanannyi

csucsbdl 411, Egy hipergrif s osztdlvu, ha csucsai s disz-

junkt nem iires osztdlyban vannak és minden éle minden ogz-

P

tﬁlybél egyetlen pontot tartalmaz, Teljes s osztilyu hiper-

grif az, mely s osztdlyu és minden lehetséges 81 egyszeres

‘multiplicitdssal benne van, Kﬁ jelvli a teljes n csucsu

r rangu uniform hipergrifot, melynek élei n csucs Ysszes”
r elemii részhalmazaibdl éllnak.’ﬁindig feltessziik, hogy
rén.'

' —val jeloljiik égy hipergrif azonvrészhipergréf-x
jdnak maximflis elemszdmit, melyben minden csucsra leglel~
jebb k 61 illeszkedik e részhipergrdfbél. T, -val jeldl-
jlik azon csucsrendszer minimdlié elemszdmit, melyre min-
den é1 legalibb k szdmu csucsot tartalnaz ezen csucsrend-
szerb8l. gy csucs tobbszdr is kivAlaszthatd, vﬁi és Ty
helyett a Y és T jelolést szokdsos hasznilni, Y a

fiirpetlen élek maximdlis szdma, T pedig az dleket lefoud

' esucsok minimdlis szima. Altaldban, ha egy élhalmaz pd-
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ronként d@iigajunkt élekbsl 411, akkor fiiggetlen élekrdl

beszéliink, és egy csucshalmazt lefogdéhalmaznak nevesziink,

‘ha minden 41 tartalmaz legalibb egy csucsot e halmazbdl,
Megjegyezziik, hogy ¥ -nek és %7 -nak a dudlis hipergrifon

K /erds stabilitdei -szim/ és ¢ /fedési szdm/ felel meg.

H hipergrdf élgrifjdnak, vagy lineégféfjénak ne-
vezzik, és L/H/—val jeloljiik azt azt a gréfoﬁ, melynek csu-
csai H~é1einek felelnek meg és két csucs pontosan akkor van
Ssszekdtve L/H/—ban, ha a megfeleld H-beli éleknek van koa
z0s pontjuk,

Ha H egy hipergrif és xe€ V/U/, akkor x elhagydsit

V/H/~-b6l és minden x-et tartalmazdé é1b6l x_levigdsdnak ne-
vezzik, Ha x-et elhagyjuk V/H/ébél és L/11/-bdél elhagyjuk

" az Osszes x-et tartalmazd é1t, akkor x elhagydsirdl be-

gzéliink, Bzt a miiveletet H-x -el jeldljlik.

Egy hipergraf Hellyktulajdonségu, ha bdrmely rész-
hipergrafjdra Y =1 -b8l T =1 kdvetkezik. Egy hipergrif
normilis, ha bdrmely részhipergridfjira ¥ = T, gy hiper~.

' gréf kiegyensulyozott, vagy balanced, ha birmely pAratlan

kdrében van olyan é1 melya kir legaldbb hdrom pontjdt tar-

talmazza. Ismeretes, hogy balanced hipergrdf normilis és

normélis hipergrif trividlisan Helly tulajdons%gu.
3zbgletes zéréjel egész részt jeldl, # -al a jobb-

~sarkdban felsd egész részt.
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