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Bevezetes 

Ezen ertekezes a kombinatorika egy jelentos, viszony

lag uj, es dinamikusan fejl6d6 ~g4hoz, a hipergr~fok elmele

tehez kapcsol6dik. A hiper~r~fok a gr~fok 5ltal4nosit~sai. 

Az elsa monogra.fia, melyben a hipergr8fokn;:1k kUlon fe,jeze

tek vannak szentelve, C.Berge konyve [3] • E k~niv megjele~ 

nesetol /1970/ altalanos a hipergrrtf elnevezes, az elmelet 

alapjai 'azonban regebbre nyulnak vissza, halmazrendszerek, 

r-gr~fok, 6ltal4nositott gr~fok elnevezessel sok dolgozat 

foglalkozott olyan kerdesekkel, melyeket rna a hipergr6fok 

elm~letehez sorolunk. 

:Ertekezeslink hipergr:1fok eleinek cs.ucsparticioklcal 

torten6 lefedeseivel, tovcibb~ hipergr&fok 6leinek lefog6-

halmazaival foglalkozik, ·es e ket kerdes osszefli~g~seivel. 

Az elobbit azert tartjuk erdekesnek, mert tobb ismert prob·· 

lem~hoz kapcsol6dik·- ezt kes6bbiekben r~szletezzlik- a~ 

ut6bbira pedig a kombinatorika sz~mos kerd~se visszavezet

heto. Lefog6halmazokkal kapcsolatos eredmenyek es proble-

mcik sokasc5.ga talalhat6 [3] es [13] mlivekben. • 

Az ertekez~s nagyobb resze /1.,2.,3.·fej~zet/ egy 

problemakorrel, .teljes es s-oszt6.lyu teljes hipergrflfok 

particicS:fedeseivel foglalkozik. Egy hipergraf partici6fe

desen a csucsok olyart partici6it ertjUk, melynel minden 

~1 benne van valamelyik partici6 valamelyik oszt~ly£ban. 

Egy _s szrimu partici6b61 allcS particiofedest s-retU parti

ci6fed~snek nevezlink. Erdeklod~slink f5leg olyan probl~m~k 
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fele ir/i.nyul, hogy er;y s-retU particiofedes e8eten mekkora 

:fed6hs1rn8znnk kell leteznie, illetve h<1ny fedohr:1lrnazzal 

fedhet&k le a hipergr4f csucsai. KiderUl, hogy e k~rd~sek

nek tUbb arculata van. A k~vetkez6 t6telt h~rom ekvivalen8 

alakban is kimondjuk, ezzel rirz~keltetve ezt a tUbbarcuo4-

got: 

1. t6tel: I~ /a te l,j es s rangu uniform n _pontu hipergr:=i.f, 

L I ,• I . . - t . . , f"' d ,• k t . . , ] 1 1 1 t s == n o-re·;u par lclo ·e ese csa r1v1a. 8_ .e 1e , azaz 

valamelyik purticio egyet1en fedohalmazbol all. 

1' .tetel: I~ ele1nek minden 8 szinnel valo szinezesl~ben 

valamelyik szin 6lei UsszefUgg6, n csucsu rciszhipergrcifot 

alkotna.k. 

1' '. tetel: 1-Ia 8HY 8 oszt;ilyu hipergr6fban b<1rmely s elnek 

van kozos csucsa, akkor az oDszes elnek van kozos csucsa. 

/Peltetelezve, hogy letezik legaldbb s szdmu el./ 

Altal~ban H hipergr~f s-r~tli partici6fed~seire vo-

natkoz6 kc~rdeset~.et II dtd.lis hipergr6f',j6ra atfogalmazva s-

oszt::llyu h:lpergr~1fok.ra vonatkoz6 problc)mi:l.kat nyerUnk - e-

zek k(:.)zii1 az ec;,yik H.Ryner egy sejtt:~se, rnely Bzeri.nt ec;:r 

(~lek m8xj_m.11is sz6rn:1.t, 1:'" pedfe az eleket lefog6 csucook 

minim::i_Jls sz:lm:1t ~i e 1enti. E sej tesne k lee t specinlis ese-

t~t bizonyitjuk be, a~= 1 , s=3 es a~ = 1, s=4 esete

ket/ 2.tdtel ~s 4.t0tel/. ~ =1 esetere minden s-re bebi-
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zonyit,juk e se,jtes egy J.c<:5vetkezmenyet, hoey egy s osztzilyu 

e 8lii hipergr:lf V = 1 ·esc ten tartalmaz ( =-I 1" folcu csu

csot I 5.-tetel/. J\ Ryser sejtes s=2 -re Konig Denes ismert 

tc~telet adja (11] , mely szerint p6ros gr6fban H fi.iggetlen 

elek muxim6lis szAma es GZ 6leket lefog6 pontok minimilis 

sz~ma megegyezik. Az s ~ 3 esetben a nehcizseg ~ppen az, 

hogy a lefogcShalmazokat es az elpnkol6sokat nem tudjuk eel-

szerUen k~pcsolatba hozni. 

A partici6fed~sek tem6ja egy m6sik megfogalmaz~s

ban ~ltalinositott Ramsey-tipusu problern6khoz kapcsol6dik: 

azt kerdezzUk, hogy egy teljes /vagy s oszte:1lyu teljes/ 

hipergr6f eleit szinezve, mekkora ~sszefligg6 monokromati

kus reszhipergraf letezik? Ezt a ke.rdest gr.:lfok esetere. 

Ge.rencser Laszlo es a szerzo t6] dolgozataban vetette 

fel. Itt hipergr~fokra vetjtik fel ugyanezt a kerdest. Meg

jegyezztik, hogy ebb61 az· ir6.nyb61 kezdtUk vizsgalni a par

ticiofedesek kerdeset. A 3.tetel (11talanositja a [6] ill. 

[1] -ben szerepl6 eredm~nyt, mely szerint egy teljes gr~f 

eleinek 3-szinezeseben mindig van egy, kb. a pontszam fele 

nagys~gu 5sszefligg6 egyszinli r~szgrcif. Az 5.tetel megjavit~ 

ja [6] becsleset s szinnel val6 szinez~s eset6re, l~nyege-

ben a lehet6 legjobb becsl~st kapjuk: n pontu teljes gr~f 

'leit s szinnel szinezve, mindig van egy legalabb [ 8~1 1• 
pontu egyszinli osszefligg6 reszgrrl:f. _!\ 6. es 7.tetel "va-

16di" hipergr.S.f-tetel, olyan ertelemben, hogy gr6fokra 

nem ervenyesek. A 7.tetel igy szol: s ~ 3 eseten ~ e
leit s+l szinnel szinezve, valamelyik szinben van egy leg

alo~bb f ~:1 r pontu t)sszcrug~:;o ecyszinu reszhipergraf -
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~s ez a lehet6 legjobb eredm~ny. A 6.t~tel ezt s+l -r61 

S+j szinre altalnnositja, ahol j kicsi s-hez kepest. Ebben 

az esetben az ered~eny .csak asszimptotikusan pontes. 

Egy hipergr~f lefog6halmaz~n csucsainak olyan resz

halmaz~t szok~s ertdni, melynek minden ellel van kHz~s 

csucsa. Az eddig v~zolt problem~k legtHbbje kapcsolatban 

van lefog6halmazokkal, ez az olea annak, hogy tovabbi ket 

fejezetben foglnlkozunk velUk. A 4. fejezet hipergr~fok 

~sszegenek lefog6halmazalval foglalkozik - ezek a vizsg~

latok Lehel Jen6 es a szerz6 korabbi I [7] es [a1 I dol-

gozataihoz kapcsolodnak, itt azonban elsosorban hipergr:.1f

elmeleti szempontb61 vizsg4~juk a kerdest. Bebizonyitjuk 

C.Berg~ egy sejteset /ll.tetel/ tov~bb4, hogy kiegyensu- · 

lyozott /balanced/ hipergr~fok osszegeben v korlatossaga 

'f korlatossagat vonja maga utan. A fejezet n~hciny nega

tiv eredmenyt is tartalmaz. Az 5. fejezet egy minim.:l.lis 

lefog6halmazok szarnara vonatkoz6 becslest ismertet egy 

k~vetkezmenyevel: egy r rangu hipergrafnak legfeljebb 

rk le_g~eljebb k elemli minimalls lefogohalmaza lehet. 

A szokasostol elter6en a hasznalt fogalmakat es 
• • I 

jel~leseket a disszertaci6 v~gere helyeztlik el. 
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1. Particiofedesek hipergrufokon. 

l· Legyen H = /V,E/ egy hipergraf. H csucsainak partici-

6j ;}n v diszj unkt, nem tires oszt:J.lyoza.sat ertjlik. Legyen 

adva H csuc'sainak nehany, mondjuk s sz8.mu partici6ja. Azt 

mondjuk, hogy ezen ~ partici6 lefedi ll ~leit, ha E minden 

elem~t tartalmazza valamelyik partici6 valamelyik oszt~

lya. A particiok osztalyait.fedohRlmazoknak fogjuk nevez

ni. H ~leinek lefedeset s partici6val az s-retU partici6-

fedes kifejezessel is helyettesiteni fogjuk a rovidseg 

kedveert. Ha nem lenyeges az, hogy h~ny partici6 szerepel, 

egyszerlien particiofed:esrol beszelUnk. 

Legyen P es Q ket partici6 H hipergrafon. Azt wond

juk, hogy p finomabb Q-n~l, ha p minden fedoh~lmaza resze 

Q valamely fedohalmaz~nak. Egy hipergraf partici6in ez 

nyilvan reszben rendezest definial. Ha P.es Q particiofe

desek H hipergrafon, akkor P-t finomabbnak mondjuk Q-nal, 

ha minden P-b~li partici6. ~inomabb valamely Q-belinel. 

Egy partici6 trivialis, ha egyetlen fedohalmazbol 

all. Egy partici6fedes trivialis, ha van trivi6.lis partici

oja. Nyilv6nval6, hogy egy trivialis partici6fedesnel min

den mas partici6fedes finomabb. 

Legyen P particiofede~ H = /V,E/ hipergrafon. Tekint

sUk azt a hipergr~fot, melynek csucshalmaza V, elei pedig 

P particioinak fedohalmazai. Ha egy fedohalmaz tobb par

tici6ban is szerepel, akkor ezt megfelelo multiplicit1s-
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sal vesszlik. Az igy defini~lt hipergr~fot f fed~shiper

grifj6nak nevezzlik, ~s H/P/-vel jel~ljUk. Jegyezzlik meg, 

hogy H/P/ hipergre:l.f nem mindig egyszerU hipergrr'lf. H/P/ 

azon res zhipergr.::l.f~·j ai t, melyek er;y pa.rtici6 fed6halmaza

ibc51 allnak, a pa,rticio p:1rhuzamos osztnly3nak ne~ezzlik. 

Egy pdrhuzamos oszt§ly nyilv~~ H/P/ csucsait lefed6 flig-

getlen elrendszer. A H/P/ hipergr::l.f elei termeszetesen le-

fedik H eleit. 

Sokazor fog szerephez jutni H/P/-nek az a r~szhi

pergrc1fja, mely H/P/ /tartalmaz-3sra/ rnaxim.-:1.1is eleibol 

all - egy elt csak egyszeres multiplicit~ssal sz6molva. 

E t h . .. 'f t p t . . , f d / 'b , . l . , f . , l z a 1pergra o _par 1c1o· e es nz1S1.lperr;rr:, ;Jsna<: 

nevezzUk es H/Pmax/-al jeloljlik. BeszelhetUnk II/Prilax/ 

·p~rhuzamos osztalyair61 is - ezek H/Pmax/ azon reszhi-

pergrftfjai, melyek elei egy particiohoz tartoznat,c. Egy 

p~rhuzamos oszt~ly TI/Pmax/-ban filgeetlcn cilrendszer -

H/Pmax/ csucsai t azonban nem biztos, hogy lefedi egy par-

huzamos oszt::lly. Jegyezzilk meg,. hogy II/I)max:/ b<i.rmely ket 

ld.ilonb~z6 elere e 1 f. Ket parti.ciofedes hasonl6, ha ba

zishipergr(~_fjaik izomorfak, es a p.<lrhuzamos oszt~:ilyok i's 

egym-l.sb.s mennek :it' az izomorfi~~musn·~l. i\ hasonl6s6.g nyil-

v6n ekvivalencia rel6ci6 egy hipergrd: p<.t.rticiofeclesei lc1:) ... 

zott. 

g. TekintsUk most a H=/V ,E/ hipergr-'if ce:y 6lszinez6oet s 

szinnel. H maxim''tlis e.c;yszinU rcszhipercrufjninak c~ssze-

fUc;r_;CS komponcnsei s-r6tU porticioj."ccl6st d8fini:~_1nak H-n. 

Ezt a partici6fed6st oz '1 . / :; . SZlDC ZC~8 ~ 1 t nl L:0 n e r :'i 1 t p n r t i-
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ci()fedesnek nevezzUk. Ivlfisreszt, ha kiindulunk H egy s-rfitU 

particiofedeseb61, akkor ebb61 kaphatunk elszinezest ugy, 

hogy azokat·az cileket, melyek az' i. partici6 egy feJ6hal

maz.::1ba esnek, az i. szinnel szinezzUk, minden 1 ~ i ~ s -re ~ 

Ilymodon persze egy 01 t~bb szint kaphat, ez~rt a tUbbszUr 

szinezett 6lekrol hagyjunk el szineket izles szerint, amig 

veglil minden ~lhez csak egy szin lesz rendeive. Egy ~lszi

nez6st, mely/a fenti m6don ad6dik, partici6fedes ~ltal 

gener6lt elszinezesnek nevezzlik. A definici6k k~zvetlen 

folyomanyai a k~vetkez6 allitftsok: 

Al: H hipergr6fon egy s-r~tli partici6fed~s olyan ~lszine

zeseket general, melyek~en legfeljebb s szin van. 

A2: Ha egy elszinezest H hipergrr1fon P partici6fedes gene~ 

r5lja, akkor ez az elszinezes olyan Q partici6fedest 

general H-n, mely P-nel finomabb. 

A3: Az elek.s szinne1 va16 szinezese s-retli particiofe

dest general. 

].. Legyen P partici6fedes H hipergr6_fon es tekintsUk en

nek H/P/ fedeshipergrafjat. H/P/ du5lis hipergrafj6ra 

mondunk ki ket alli t.:ist' melyek a definiciok lcovetkezme

nyei: 

A4: Ha P s-retti partici6fedes H-n, akkor H/P/ duc1lisa s

osztalyu hipergr6f, melyben nines izolalt csucs. 

A5: H hipergr6.f egy olenek H/P/ du6.lisnban elhalmaz felel 

meg - ezen ~lhalmaznak van k~z~s csucsa. 

Egy s os~t~lyu~ izol6lt csucsot nem tartalmaz6 hipergr1f

b61 kiindulva, a du~lis hipergrif segitscig~vel s-retli par-
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ticiofede·st konstrunlhatunk• VegyUnk egy s osztalyu, izo

l~lt csucsot nem tartalmaz6 hipergr~fot, melyben 6lhalma

zok vannak kijel~lve, ugy , hogy minden egjes 6lhalmaznak 

van koz~s csucsa. Tekintsilk ennek dualis hipergrafjat, es 

legyen 

V a dualis hipergraf csucsainak halmaza 

E az s osztalyu hipergraf kijelolt clhalmazainak 

megfelelo ponthalmazok V-ben 

P particiofedes egyes particioi t az· s osztalyu hi

pergraf csucsosztalyai defini~lj~k - azaz a .dua

lis hipergrjf ~lei alkotj~k a partici6fed6st. 

A6: A fenti m6dszerrel kapott H = /V,E/ hipergrafon P s

retli particiofedes. 

Erdemes kiemelni azt az esetet, amikor P particio

fedest egy teljes, uniform hipergr~fon defini8.1juk. Ebben 

az esetben ugyanis az A4.,A5.,A6. allitasokban megfogal

mazott p4rhuzam az 9 osztalyu hipergr~fok es a partici6-

fedesek kozott egyszerUsodik: 

Q: Ha 1c:; -en P egy s-retU partici6fedes, akkor ~ fedes

hipergrafjanak dualis hipergrafja olyan 9 osztaly~, n 

elU hipergraf, melyben harmely r elnek v::an kozos csu

csa. Forditva, egy n elli, s oszt~lyu hipergraf, mely-

ben barmely r elnek van k~zos csucsa, es nines izol.~lt 

pontja, d.efinial egy s-:retU participfedest ~ hiper

grafon. 

Jegyezzlik meg, hogy az s-retli partici6fedesek es a 

~egfelelo s oszt~lyu hipergr6fok ekvivalens fogalmak. Ez 
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azt jelenti, hogy az A4.,.A5.,A6. es.A7.-ben kifejezett le

k~pez~s~k az s-r~tU prirtici6fed~~ek ~s bizonyos s oszt~

lyu hipergrcl.fok kozott egymas inverzei. Ennek atgondolr1-

sahoz csak az kell, hogy egy hipergraf dualis~.nak dualisa ~ 

az ~redeti hipergraffal izomorf. 

!· TekintsUk azt az esetet, amikor H-t teljes uniform hi

pergr6fnak valasztjuk, azaz ~ = Kt /A k~s6bbi t~telek n 

nagy reszenel igy fogj uk H-t megv.6lasztan~/. Ebben az e-

setben a partici6fedeseknek kapcsolatuk ian az u.n. 1el

oldhat6 /resolvable/ t-design-okkal. [5]. Minden feloldha

t6 · t-design . ).._ = 1 -el~ egy partici6fedest ad, amelyben egy 

paralell osztaly felel meg egy·partici6nak, a blokkok pe

dig a fed6halmazoknak. A partici6fed~s a feloldhat6 t

designoknal "szabadabb" struktura, hiszen itt azt akarjuk 
' I 

csupari, hogy H minden ele legalabb egy -fedohalmazban le-

gyen benne. Bizonyos "kri tikus" esetekben azo:hban eg'J par-

tici6fedes .lete vagy nemleme ponto·san a megfelelo felold

hat6 t-design letezesen mulik. 
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2. Teljes, uniform hipergr<::l.fok partici6fedesei. 

l· Nehany peldat adunk partici6fedesekre. 

Pl. Legyen· n ~ r es osszuk fel K~ csucsai t egyenletesen 

r+l reszre, jelolje Ai az i. reszt. K~ r+l -retU partici-

6fedeset· definialjuk igy: az i. partici6 egyik fed6halmaza 

Ai ' 
a masik 

graf rangja 

foka r. 

V/~/ - A. 
l. 

[ n•r 
r+l 

]~, 
• 

es 

A fedeshipergraf es bazishiper

a bazishipergrafban minden ·pont 

E£. j 'u ~ 1 es n = /r-1/j u +' /j+l/u valasztassa'l bontsuk 

fel K~ csucsait A1 ,A2 , ••• ,Aj,Aj+l diszjunkt u elemU hal-. 

mazukra,. tovabba B1 ,B2 , ••• ,Hr-l diszjunkt ju elemil halma

zokra. I~~ r+j -retli partici6fede.senek bazishipergrafjat 
1':.1 

definialjuk: az elek az U Bk·v Ai halmazok /1=1,2; •• 
;.-. k•1 

.•• ,j,j+l//es az V Aku U Bk halmazok /i=1,2, ••• r/. 
k•" ~.; 

Az ilym6don kapott b(3.zishipergraf uniform, rangja. · 

/r-1/ju + u. Minden pont foka r vagy r+l: Megj.egyezzlik, 

hogy j=l eseten az elsa peldat, Pl-et adja P2 is. 

P3. Legyen r paratlan es 3-al oszthat6. Tekintslink r/r+l/ 

pontot egy M m~trixban elhelyezve; melynek r sora es r+l 

oszlopavan. A matrix elemei lesznek hipergrafunk pontja

i. Definialjuk E1 ,E2 , ••• ,Ek eleket k-3/~+1/ -rea ko

vetkezo modon: 

a. 1~ i ~ r+l -re; paratlan i-re E1 -t ugy kapjuk, 

hogy M-b61 elhagyjuk az i. osz

lo~ot ~s az 1+1-ik oszlop fe1s5 
r 
3 elemet. 
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1 "& i ~ r+l -re, paro s i-re E1 -t ugy kapj uk, hogy 

M-b61 elhagyjuk az i. oszlopot es 

az i-1 •ik oszlop fela6 . ; elemet. 

b. 1..::;._ 1. <~ I r~ 1 I E t k · k h r !f -re r+1+i - . ugy ap~ u , ogy v1-

b61 e1hagyjuk a 21 -edik es 21~1 -edik osz1op 

, 2•r ~t .also 3 eleme • 

Konnyti- belatni, hogy az E1 elek /1 ~ i ~ k/ 1efedik M osszes 

r elemU reszhalmazat, ezert az Ei , M - Ei elek egy k-re

tU partici6fedest a1kotnak K~/r+l/ -en. A bazishipergraf 

uniform es rangja r/r- jl. 
Megjegyzes: a fenti konstrukci6 kiterjesztheto minden 

r/r+l/u alaku n sz6.mra .. /u~ 1,egesz/, ugy, hogy .egy pont 
. ' 

helyebe u pontot teszlink. Ekkor tovtibbra is k-retli parti-

ci6fedest kapunk, a b6zishipergr6f /es fed~shipergr~f/ 

rangja pedig u•r•/r- !1 lesz. 

P4. Legyen n ponton ~dva egy felo1dhat6 t-design, A = 1 

parameterrel, r p~rhuzamos oszt~11ya1, melyben b nagys~

gu blokkok vannak. /Pe1daul 11.=8, t=3, r=7, b=4 eseten az 

1234-5678, 1256-3478, 3456-1278, 1457-2368, 2357-1468, 

2458-1367, 1358-2~67 egy ilyen 3-design/ 

TekintsUk most a fenti adatokkal K! r-retti fed~~ 

set •. Ha ezt ugy akarj uk megcsinalni, hogy a . fedeshiper-· 

graf rangja a lehet6 legkisebb legyen, akkor ez a rang, 

nyi1v.:in b, es a felo1dhat6 t-design egy ilyen r-retU fe

dest szolgalte1t. 

Baranyai Zso1t szep eredmenye szerint (2l ha 

n oszthat6 t-ve1, akkor az n elemU halmaz ~sszes t elemli 

reszhalmazabol a116 t-design /~ =1/ felo1dhato, ezert igaz 
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a kovetkez5 tetel: 

Tetel: 

t. {~) . 1 
n 

Ha· n o.szthat6 t-vel, akkor Y~ -nek van olyan 

-retU particiofedese, melyben a fedeshipergraf 

rangja t. 

Egy masik, szep eredmeny D.K.Ray-Chaudhuri es 

R.M.Wilson tetele [5] , mely a t=2 esetre vonatkozik, es 

azt mondj a ki, hogy mi!).den k ~ 2 -hoz van olyan C/k/ kens...:. 

tans, hogy n ~ C/k/ es n ~ k mod k/k-1/ eseten letezik 

/n,k,l/ feloldhat6 blokkrendszer. Ez peldat ad particiofe-

desre is. 

g. ~ s-retli partici6fedes~. 

Irjunk fei~egy egyszeril allitast, mely Erdos Pal:.. 

t61 szarmazik: 

A8:-Ha K~ eleit ket szinnel szinezzUk, akkor tartalmaz 

n pontu egyszinti, osszefliggo reszgrafot. 

Ezzel ekvivalens ~llitasokat irhatunk fel- az elso 

fejezet fogalmait es apr6 allitasait hasz~alva: 

A9: K~ 2-retli particiofedese csak trivialis lehet. 

AlO: Ha egy 2-6Gzt3.lyu hipergr;~1.fban /pares graf I b;_irmely 

ket elnek van k~zos pontja, akkor az osszesnek is van. 

Megjegyezzlik, hogy A8 es A9 _ekvivalenciaja Al,A2 

es A~-b6l, A9 es AlO ekvivalenci~ja ~edig A7-b61 kovetke

zik. Az allitasok kozlil AlO az, rnelynek igazsaga a legnyil-
• 

v.:l:nval6bb. . 

A tov6bbiakban el6fordul6- tetelek esetciben is fenn-

all a lehetoseg, hogy e har~rn talalB.s kozott valasszunk. 

Az elsa bealli tashan al talanosi tott Ramsey-problemak, a m.:~-
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sodlkban hipergrafok eleinek fedese, a harmadikban s osz

talyu hi'pergrafok tulajdonsagai cimszavakkal lehetne je

lezni a tetel hovata:rtozasat. IgyekszUnk mlndig kiemelni 

azt a v~ltozatot, mely a legink1bb kifejez6. 

Az AB. allitas tetszet6s, de nem m~ly ~ltal6no

sit6sa a k5vetkezo:· 

1. tetel: I~ e1eit s szinne1 szinezve, valamelyik szin

ben van egyszirili n pontu osszefliggo reszhipergraf. 

1. kovetkezmeny: K~ s-retli partici6fed~se mindig trivi&-

1is. 

2. kovetkezmeny: Ha egy s osztalyu hipergr6.fban barmely 

s elnek' van kozos pontja, akkor az osszes elnek van. Ugy 
. ..., 

is kifejezheto ez, hogy ¥ 1 = s-1 -bo1 't = 1 kovetkes-
zik. /Itt, es a tovabbiakban feltesszlik, hogy a "barmely 

s elnek van kozos pontja" kifejezes hasznalata feltete-

lezi, hogy legalabb s el vano/ 

l.tetel bizonyitasa: A szinek es a pontok szamara vonat

koz6 indukci6t alkalmazunk. s=2· esetere a tetei A8.-b61 

kovetkezik minden n-re. h=s eseten a tetel nyilv6.nvalc5-

an igaz minden s-re. E ket dolog biztositja, hogy az in

dukci6 mUkodik. Legyen s~J, n>s ·es p.tetszoleges pont 

~ -bal. Hagyjuk e~l· a pjpontot K~ -bol, a kapott K~-l 

hipergrafnak az indukcic5s felteves ertelmeben van egy

szinU, pl. piros n-1 pontu, osszeftiggo H reszhipergrafja. 

Ha _P-re i1leszkedik K~ -ben piros el, akkor ezt H-hoz 
. ' 

hozzaveve n pontu oss~efligg5 piros'reszhipergr~fot ka-

punk, ~s ezt akartuk bizonyitani. Ha p-re nem illeszke-
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dik piros el, akkor vagjuk le p-t K~ -bol. Igy a ~=i hi

pergr~fhoz jutunk, az indukci6s feltev~s ~rtelm~ben ennek . 
van egyszinli, pl. kek n-1 pontu osszeflicg6 rr' reszhiper-

grafja. H' minden el-ehez p pontot visszateve K~ kek, n 

pontu, osszefUgg6 reszhipergr6.fj6t kapjuk. ITU 

2.• JS~ 3-retu fedeseirol. 

Lattuk, hogy K~ 2-retU partici6fedese csak trivi

alis lehet. Nezzli~ meg:~ 3-r~tli partici6fedeseinek struk

turaj at. K; hipergrcifon specialis 3-retli partici6fedese-
. 2 

ket defini6~lunk. Lee;yen V/Kn/ = A1uA2vA3 vA4 , ahol_ 

i 1 -k diszjunkt halmazok es.A4 Ures is lehet, a tobbi a

zonban nem U~es. A partici6fedes b5zishipergr6fj~nak e
lei az A~uAj halmazok i I j -re. Megadjuk a parhuzamos 

oszt;fllyoka,t: 

P01 = { A1 u A2 ' A3v A4} P01 = {Al v A2J 

POf = { A1 u A3 ' 
.A2 v A4 ) ha A4 i ¢ P02 = {A1 v A3} ha A4 =¢ 

POJ = { A1 v A4. A2V. A3 ~ P03 = {A2 v AJ} 

A defini~lt b~zishipergr~fokat B1 -el es B2 -vel jelol

jlik. Megjegyezzlik, A4 # 0 eseten a parhuzamos osztalyok 

megadasaval mar particiofedest kaptunkt A4. = ¢ eseten 

azonban meg nem. 

2.Tetel: K~ 3-re~li, nem trivi11is particiofedescinek b~

zishipergr4fja izomorf a fent megadott hipergr1fok vala

melyikevel. /Az izomorfia.ba a pnrhuzamos osztri.lyok meg

felelkezeset is·belecirtve/. 
2 l •. Kovetkezmeny: Kn 3-retli nem-trivi2,1is J? partici6fede-
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senel 1 /H/P// = 2. 

2.Kovetkezme&: K~ el·einek minden 3-szinezeseben van egy 

legal4bb [i]* pontu e$yszinU, HsszefUgg6 r~szgr~f. 
A 2. TetA 1 segi tsegevel a" 2. Kovetke imenynel e!o-

sebb ~llit~st is kimondhatunk, mely az ugynevezett ~lta~ 

1(:1nosi tott Ramsey elmeletbe ·is beleillik. Ehhez vezessUk 

be a kovetkez5 jelol~st: r/k1 ,k2 ,k
3

/ jelolje azt a legki

sebb termeszetes szamot' me lyre igaz a kovetke'zo: n = 

= r/k1 ,k2·,k3/ -:-re ·K~ graf eleit tetszolegesen harom szin

nel szinezve, valamely i-re /1=1,2,3/ K~ tartalmaz egy 

legalabb ki pontu osszeftiggo, egyszinti reszgrafot. 

Megjegyzes:~ A tetel specialis esete, a k1=k2=k
3

=k u.n. 

diagon6lis eset sze~epel [6}-ban, k=2m esetere hibasan, 

ezt Andrasfai javitotta [1]. 

2. Tetel bizonyi tasa: legyen P H=K; nem trivi6).is 3-retli 

fedese. Tekintslik P b6zishipergr~fjat, ebben minden pir

huzamos oszt~lyb~n van el - ellenkez5 ese~ben_K~ -t P 

ket partici6ja is lefedi, ekkor A9. 61lit~s miatt ez 

csak trivialis partici6fedes lehet, ami ellentmond annak, 

hogy· P nem trivi6.lis. Legyen.e es f H/Pmax/ ket ele klilon-

bozo pa.rhuzamos oszt1lyokb61. e-f es f-e nem· tires, a ko

zottUk futo eleket H/Pmax/ harmadik p6.rhuzamos oszt>1ly6-
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bol val6 g el fedheti csak le. en f , ¢, klilonben g ~ e 

/es g 2 f/ lenne, ami H/Pmax/-ban lehetetlen. Ket eset 

lehet: a./ ha e u f = V/H/ akkor konnyli l.:l.tni, hogy e,f,g 

elek alkotjak H/Pmax/ eleit, ekkor H/Pmax/ nyilvan izo

morf B2-vel. /e n f, eng es f n g alkotjak A1 ,A2 ,A3 
halmazokat/. b./ ha e u f valodi .resze V/H/-nak, akkor 

e f\ ~ es' V/H/ - /e u f/ kozotti eleket H/Pmax/ valamely 

gl ele fedheti csak, mely e-t es f-et tartalmaz6 pt:'l.rhu

zamos osztalyban nines benne. g n g 1 = ¢ , hiszen g es 

g1 ug;yanebban a parhuzamos oszttilyban van. Az elozohoz 

hasonl6 erveles mut~tja, hogy V/H/ - /e u f/ es e-f ko

zotti eleket oly~n f 1 , V/H/.- /e v f/ es e-f k~zotti ~

leket olyan e1 el fedheti csak, melyre e,e1 ill. f,f1 
ugyanabban a parhuzamos osztalyban van. e,e1 ,f,f1 ,g!gl 

eleken kivlil tobb el nem is lehet H/Pmax/-ban, ezt 

konnyU ellenorizni, ilym6don H/Pmax/ izomorf B1-el.ITIJ 

3.T~tel bizonyit~sa: jelolje .f = f/k1 ,k2,k3/ a tetel

ben szereplo fliggvenyt. Belatjuk eloszor, hogy 

r/k1 ,k2 ,k3/ ~ f /i/ 

TekintsUk e ce1ti61 K~ -nek tetsz6leges 3-szinezeset, es 
n€zzUk a szinez6s ciltal generalt part~ci6fedest K~ -n. 

Ha ez t~ivialis, akkor valamely sz!nben van egy osszeflig

go, ,egyszinli reszgraf es f definici6ja olyan, hogy 

ma:x:/k1 ,k2 ,.k3/ ~f. Feltehetjlik ezert, hogy a partici6fe

dee nem trivi.:llis. Alkalmazzuk a 2.Tetelt, e szerint a 

particiofedes bazishipergr6fja izomorf B1 -el, vagy n2 -

vel. a. Ha B1-el izomorf, valasszuk ki szt az A1 ,Aj 

p~rt, melyre ,A1 t +. \Ajl a legnagyobb. k1=k2=k3=2m 
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eset~n f=4m-2, ez~rt fAil + tAj\ .~ 2m-l, de ha itt e

gyenloseg rill, akkor pl. \Ai \ ~· m. Mivel a m[3_sik ket hal

maz is 2m-l elemU egylittesen, ezert pl. IAkl i;m, ahoi 

M killonbozik i-tol es j-tol. 'Ail + \Ak! ~2m, ami el

lentmond A1 es Aj valasztasflnak. Azt tal.31 tufrl. tehat, hogy 

\ A11 -: (.:Ajl ~ 2m=k1 =k2=k.3. A1 u Aj azonban a particio

f'edeshez tartoz6 fed6halmaz, ezert osszefUggo~egyszinli 

reszgrafnak felel meg, ezzel a k1~k2=k 3=2m esetet elin

teztilk. Minden mas esetben f ~ 2k1-1 es az elso szinnek 

megfelel5 parhuzamos osztaly ket diszjunkt ele kozlil va

lamelyik legalabb k1 elemli, ami egy legaldibb ·k1 pontu, 

osszefliggoosszefilggo egyszi~U reszgrafot jelent az elso 

szinben. 

b./ Ha K~ 3-szinezese ~ltal gener1lt partici6fe

d~s b~zishipergr~fja B2-vel izomorf, akkor az 

> lkl+k2+k3-l] 
f ~ 2 egyenl6tlenseget hasznal-

. juk ki, melyhez csak a k1=k2=k
3

=2m esetben ferhet ketseg, 

azonban ekkor is f=4m...;.2. ~ ( 6~-l] minden m ~ 1 -re; 

A B2 definici6j~ban szerepl6 A1 ,A2 ,A3 halmazok-

ra fel tehetjlik, hogy I A11 + I A21 ~ k1-l , I A11, + \ A3\ ~ k2~1 
es I A21 + I A)\ ~ kJ-1' klilonben nines mit bizonyi tani. 

Ezen egyenlotlensegeket osszeadva 2f '= k1 +k2+k3·-J adodik, 

ahonnan 

kl.+k2+k3-3 ·[ kl+k2+k3-11 
f " 2 - <. 2 ami ellentmon-

dae, ezz~l /i/-t igazoltuk. 

Hatra van meg annak igazolftsa, hogy 

r/k1 ,k2 ,k3/ ~ f /ii/ 

· pefini;:1fununk kell ehhez K~-l alkalmas J~ssinezeset. Ha 
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k1==k2=k3.=2m, akkor f-1=4m=)., B1 -ben l A11 = \ A2 \ = 

= I A
3

\ =m-1 , IA4 \ =m v~laszt6ssal a b4zishipergr6f ciltal 

generalt szinezesben legfeljebb 2m-l nagysagu ecyszinU 

BsszefUgg6 r~sz lesz~ Ha f=2k1-l ~s k1 paros, pl •. k1=2m, 
I 

·akkor ~1-ben legyen IA1l = \A4 \ =m, IA21 =I A3\ =m-1. Ek-

kor az 1-es es a 2-es szinben legfeljebb 2m-l, a harmas 

szinben 2m nagysagu oss,zefilggo reszt general B1 • k 2 ~ k1 

~s k
3

> k1 mi~tt ez megfelel. /k
3 

= k1 nem lehet, mert 

ekkor k1=k2=k3=2m len~e, amit m~r el6z5leg elint6ztlink/. 

Ha f=2k1-1 ~s k1 p~ratlan, ~1. k1=2m+1, akkor f-1=4m, 

es B1-ben valamennyi A1-t /1=1,2,3,4/ m-elemUnek valaszt

va, mindharom szinben 1egfeljebb 2m=k1-1 naf;'Jsc-igu ossze

fligg6 r~szt gener~l ~1 • 

;, , , ( kl +,k2+ k 3-1] 
Ha ~ ki para~lan, es f = 1 . 2 . , akkor 

valasztassa1 egesz szamok a tortek, tovabba nero negati

vok, ezt ~leg A1 eseten ellen6rizni: k~(f, mert killen

ben k3 lett volna a maximUm /k
3
=f esetet ott intezzUk el, 

ahol k3 a maximum/. 
kl+k2+k3-l 

k3 ( f = 2 , ahonnan 0 <. kt+k2-k3-l 

ad6dik. A ~2 altal generalt szinez~sben k1-l,k2-l,k3-l 

nagysagu osszefliggb r~szek vannak az egyes szinekben, ~s 

t I A.( = f-1. 
(•4 1 

Ha i It. pares, akkor A1-k elemszrimat csoppet 
, •• f 1 

m6dositani kell: 
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Ebben az esetben k1-l, k2-l, k
3
-2 nagys~gu ~sszefUgg6 

egyszin6 reszgrafok vannek legfeljebb a B2 altal gene

ralt szinezesben. 

V~gezstlil, ha.f=~J' akkor K~-l valamennyi ~l~t 

a harmadik szinnel szinezhetjlik ki. Ezzel /ii/-t igazol

tuk. ern 

4. ~~ !-r~tu fedeseirol. 

K~ 4-r~tU fedesei eseteben a 2.Tetelhez hason-
I 

16 strukturatetelt nem mondunk ki, mert nem ern~ meg a 

vesz5dseget. Kimondjuk azonban a 2.T6tel 1. Kovetkez

menyenek analogiajara a kovetkezot: 

4.T~tel: H=K~ 4-r~tu P partici6fed~senel y /H/P/1 ~ 3. 

4A.Tetel: Ha 1~ graf eleit 4 szinnel szinezzUk, akkor 

pontjai lefedhet5k legfeljebb harom egyszinU, osszeflig

g5 reszgraf pontjaival. 

Kovetkezmeny: ~ eleinek minden 4-szinezeseben van egy 

legalabb [~]I( pontu osszefli-gg5 egyszinli reszgraf. 

Megjegyezzlik, hogy ezen kovetkezmeny altalanosi

tasat a k5~etkez5 pontban fogjuk tar~yalni. A 4~Tetel 

lenyegeben pontes, amint ~zt a t=2,r=4,b=J,n=9 para

meterekkel rendelkez5 feloldhat6 blokkrendszer mutatja. 

Ebb61 kiindulva minden 9-el oszthatd n-re konstru~lhat6 

olyan 4-retli particiofedes, melynek fedeshipergrarj6ra 

g 7 3. A konstrukci6 egyben. a Kovetkezmeny pontossngat 

is mutatja. 

A 4.Tetelt a 4A. alakj~ban fogjuk bizonyitani. A bizo

nyitashoz sz~kseg lesz az alabbi lemmara:. 
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2 Lemma: legyen G=Kn csucsainak halmaza harom diszjunkt, 
. u3 nem-lires reszre felbontva: V/G/=. v1 • Tegylik fel, hogy 

. "'of 

G elei 4 szinnel vannak kiszinezve, olymodon, hogy v1-re 

nem illeszkedik el, melynek szine i es csak az egyik 

vegpontja van v1-ben. /1=1,2,3/. Ekkor igaz a k~vetkez6 

ket a_lli tas valamelyike: 

1. G csucsai lefedhetok legfeljebb ket, a 4. 

szinben osszefligg6 reszgraf csucsaival. 

2. G-V. csucsai lefedhet6k egy egyszinli ossze-
J. . 

fUgg6 reszgraf cs~csaival valamely i-re. /i=l,~,J/. 

Bizonyitas: A Vi es Vj kozotti elek ket szinnel vannak 

szinezve, igy a 9.Tetel, ill. annak 9A. megfogalmazasa 

alapjan v1 u Vj lefedhet6 legfeljebb ket osszefligg6 egy

szinli reszgraf csucsaival. Felteheto, hogy pontosan ket

tovel ·redheto le minden v1 ,vj p~r, ellenkez6 esetben 

nines mit bizonyitani- a·lemma 2. allita.sa teljeBUl. 

Ha valamelyik Vi,Vj par, peldaul v1 es v2 unioja lefed

heto ket,·a negyedik szinben· osszefliggo reszgraffal, ak

kor osszuk v
3 

pontjait ket osztalyba: A legyen azon pon

tok halmaza, melyekbol indul 4. szinli el vl vagy v2 fe

le, B pedig_legyen v3-A. Ha A=0, akkor teljeslil a lemma 

2. allitasa, ~a B=¢, akkor a lemma 1. allitasa igaz. Fel

tehet6 ezert, hogy A es B nem lires. Ha A minden pontjabol 

indul v1 fele-a 2. szinbG?.n el, akkor a v1 uv3 lefedhet6 

a 2. szinben osszefUggo reszgraffal, hiszen B es v1 ko

zott minden el szine 2-es. Ebben az esetben teljeslil a 

lemma 2. al_li t:isa. Ha vi.szont A-ban van egy p pont, mely

bol vl minden pontjaba 4. szinli el fut, akkor a vl v v2v 
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·u { p) pontok k~z5tti 4~ szinli ~lek egy ~~szefligg6 gr~fot 

hataroznak' meg, ezert teljeslil a lemma 2. allitasa. 

A fentiek alapjan fel tehetjUk 9 ho.gy b,::J:rmely ket 

Vi es·vj egyesitese csak ket klilonbozo szinli ~sszefliggo 
( 

-reszgraffal fedhet6 le. Konnyli belatni, hogy ekkor a_ feder· 

csak olyan lehet, melyben mindket s_zinli osszefliggo resz

graf pon~jai lefed~.k v1-t vagy Vj-t. Egyszerlien adodik I 

ket esetet kell csak megnezni/ ebbol, hogy G-V. valamely 
' 1. 

i-re lefedheto a 4. szinben osszefliggo reszgraf csucsa-

ival, azaz a 2. allitas igaz. or~ 

A 4. Tetel bizonyitasa: leg~enek G=K~ elei negy szinnel 

kiszinezv9, es tekintsUnk·t~tszoleg~s p pontot G-b51. Le

gyen A1 ,A2,A3 a p pontot tartalmaz6. az 1.,2.,3. szinek

ben osszefliggo t maxim-~ lis reszgrafok ponthalmazai. Ezen 

halmazok altt1;l kapott d,iszjunkt felbontasat V/G/-nek X

el fogjuk jelolni, ~s indexkent. az X-hez azt irjuk. ah5-

nyadik: A halmazban vannak egy halmaz pontjai a felbontaF 

bal. X
0 

-al azon pontok halmazat jeloljlik, melyek egyik 

A1-ban sincsenek benne. Pl. x23 jeloli az A2-ben es A3-

ban lev5, de A1 -ben nem lev6 pontok halmazat. 

1. Ha X
0 

= .¢ -~ akkor A1~k lefedik V/G/-t, azaz 
3 

V/G/ = U A. es ezt akartuk bizonyitani. Tegylik fel e-
'=1 1., 

zert, hogy x
0 

I ¢ . 

2. xl23 ~ 0 ' his zen p t' xl23 • xl23 es xo kozott 

nyilvan minden el 4. _szinU A1-k maximalitasa miatt, e-

zert az xl23uxo halmaz clltal 4. szinben feszitett resz

grnf osszefliggo. 

3.-Ha x1 = ¢ valamely i-re /i=l,2,3/ pl. X1 = ¢, 
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akkor A2 ,A
3 

es x123 uX
0 

halmazok altal a 2. ,3. ,4. szinek

ben feszitett r~szgr6fok csucsai lefedik G csucsait ~s a · 

tetel igaz. 

4. Feltehetjlik teh8t 3. miatt, hogy Xi f. 0 i=l,2,3 

eseten. Al~almazhatjuk a lemm~t ezen halmazokra, hiszen Xi 

es Xj k~z~tt nem mehet sem 1. szinU sem j. szinli ~1 Ai es 

Aj maximalit~sa miatt. A lemm6b61 ket dolog k~vetkezhet: 

A· ' 
xi lefedheto k6t, a 4. szinbeti ~sszefligg6 

reszgr~f pontjaival, ekkor ezekhez a kettosmetszetek is 

hozz~vehet6k, hiszen xl es x23 ' x2 es xlJ' x3 es' x12 k~

zott minden el 4. szinU. X
0

u x123 adja. a harmadik hal

mazt G csucsainak fedesehez. 

B; Xi v Xj lefedheto egy osszefUgg6 egyszinli resz

gr~f pontjaival. Tegylik fel pl. azt, hogy x1ux2 lefed

heto ig'J. Ha x12 = 0, akkor x1 u x2 , AJ es x123 v X
0 

hal

mazok szolg51tatj~k a kiv1nt fedest. Ha x12 ~ 0 es van 

X
0 

es x12 kozott 4. szinli el, akkor x123 uX
0

ux12 ux3 
osszefligg6 a 4. szinben, ehhez xlux2 fedohalmaz~t es 

A3-.a_t hozze:1veve kap-juk a kivant fedest. VegUl, ha X
0 

es 

x12 'kozott nines 4. szinli el, akkor k~zottlik minden el 

3. szinli. Ekkor x1 v x2 fed6halmazahoz AJ -at es 

xo u x12 -t veve kapj uk a keresett fed est. IT1J 

2 2· Kn s-rotli partici6fed8seir61. 

s=2,3,4 eseten a~ elozo szekci6kban mJr kaptunk e~ 

redmenyeket. Az AB 61lit~s, a 2.Tetel l.K~vetkezm~nye es 
a 4.Tetel altalJ'.nositcisa lenne TI.Ryser kovetkezo sejtese: 

Sejtes: I~ s-rotli partici6fedesenel a fedeshipergr:1f fe-



-- 27-

desi sz3ma 1egfeljebb s-1. 

A sejt~s m~sik alakja: 

Sejtes: ~minden s-szinezesene1 K~ pontjai lefedhetok 

legfeljebb s-1 B~szefUgg5 egyszinU r~szgr~f pontjaival. 

A sejtes harmadik alalcja: 

Sejtes:Ha egy s osztalyu hipe.rgrafban '{ = 1, akkor T~ s-1. 

Ryser sejtese a fentinel al tal:inosabb, a harmadik 

alakban elmondva igy sz61: egy s oszt6.1yu hipergrafban 

'l ~ Y /s-1/. Ez .s=2 eseten 1enyegeben a Konig tetel [12] . 

~rdekes megfogalmazni ezt a_ sejtest a masodik a1akban is: 

Sej tes :Ha egy gr.:if elei t, melyben a fUggetlen pontok 

maximalis szama rA. , s szinnel szinezzlik, akkor a graf 
. 1) 

csucsai le£edhetok legfeljebb ~-~'szamu osszefUggo egyszi-

nli rci~zgr~f csucsaival. /~ =2 eset~n a Konig tetellel 

ekvivalens/. 

Ebben a reszben a Ryser sejt~s egy kovetkezmenyet 

igazoljuk, nevezetesen a 2.Tetel 2.Kovetke~m~ny~nek es a 

4A. Tetel kovetkezmenyenek al talanosi tas8.t: 

5.Tetel: K~ s-retti partici6fed~s~nel a fed~shipergr1f 
. * 

rangja legalabb [ 8~1] • 

Az e1oz5khoz hason16an ezt a tetelt is kim6ndjuk 

meg ket ekviva1ens formriban: 

5A.Tetel: ~ ~leinek minden s-:-szinezeseben van egy lega

labb [ 8~1]'* pontu osszefUggo egyszinil reszgrc!f. 

5B.Tetel: Egy s .osztalyu n elU hipergr8fban Y =1 eseten 

van egy legal6.bb ( s~l] * fo ku pont. 

Megjegyzes: n=/s-l/2u es n=/s-l/2u+l -re a tetelek e1e-
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sek, ha l~tezik v=/s-1/2 , k=s-1, r=s, ~=1 param~terU 

felo1dhat6 b1okkrendszer. Ebben az esetben minden n-re 

feloszthatjuk K~ pontjait /s~l/2 reszre egyenletesen, 

~s ezen r~szekb51, mint atomokb61 elk~szitve a fenti 

b1okkrendszert, a p6rhuzamos oszt§lyok definiilj6k a par-

ticiofed~st. KBnnyli bel6tni, hogy a fed~shiperg~6f rang

ja (~~1~ -el osztva 1-hez tart. Kerdes azonban, hogy a:O± 
oly~n s-re, me1yre a blekkrenszer nem letezik, pl. s=7-

re, hogyan lehet·elyan s-retU particiofedest kesziteni, 

[ 
n ]1, · 

hogy a fedeshipergraf.rangja k5ze1itse az s-l erteket. 

5.T~tel bizenyitasa: a tetel kovetkezik a pares grafekra 

vonatkoz6 lO.Tetelbol. Legyen ugyanis K~ tetsz6leges s

szinezeseben X egs tetszO.leges egyszinli Bsszefliggo kom

ponens. Ha X K~ Bsezes pontj~t tartalmazza, nines mit 

bizonyitani. Ellenkezo esetben az X es K~ -X koz5tti 

teljes pares graf e1ei s-1 szinnel vannak szinezve. A 

lO.T~tel szerint ekker [ -A-1·· * nagysagu osszefliggo 
S-.L 

egyszinli reszgraf lE§tezik, ezzel a tetelt igazoltuk.[IIJ 

6. Kri particiofed~sei r'!"'nel ~ sekkal tobb reti.ien. 
, . r , 

A:.: 2 •. szekcioban igazoltuk, hegy Kn r-retti par-

tici6fedesenek fedeshipergr~fja n rangu. Most azt vizs

galjuk, amikor r-nel tobbretU particiofedeslink van K~-en. 

6. T~tel: Legyen r ~ s <. 3~+ 1 es r ~ 3. Ekker K~ s-retU 

partici6fed~senel a fedeshipergraf csucsai 1efedhet6k s 

~llel, melyek kozlil minden csucs legalabb r-et tartalmaz. 

Ekvivalens alakban: 
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6A. Tetel: Ha. r ~ s ~ 3~+l es r?;.. 3, akkor egy s oszt6lyu 

hipergrt:lfban, melyben b3rmely r elnek van kozos pontja. 

'Jr '- s. 

l.Kovetkezrnen:y:: Ha r~s < )2+l es r~3, akkor I~ s-

retli particiofedesenek fedeshipergrafja legalabb [~rt]~ 

rangu. 

Elszinezesre elmondva a kovetkezmeny igy szol: 
' . 

lA.Kovetkezmen;y,: r~ s < 2~+ 1 es r ~3 eseten K~ eleinek 

minden s-szinezeseben van egy legallibb . [ ~n r pontu egy

szinU, osszefilgg5 reszhipergr~f. 

Az lA.Kovetkezmeny s=1 eset~n az. l.Tetelt adja •. 

s=r+l -re a becs1es minden r ~ 3-ra pontes, ezert ezt kli

lon kieme1jUk: 

7 .Tetel: K~ -nek r ~ 3 eseten minden r+1 -retli partici-

* ofedeseben_ a fedeshipergraf rangja legalabb ( ~~1] • 

~ -nek van olyan r+l -retU particiofedese; melyben a 

rang po~toson ( r~l 1*. 
7A. Tetel: K~ -nek r ~ 3 eseten az e1ek minden r+l -szine

zeseben van egy legalabb r rnl 1 ~ pontu egyszinli, ossze-. 
Lr+ -

filggo reszhipergraf, es van olyan r+l-szinezes, amely-

ben pontosan ennyi a 1egnagyobb osszefligg5, egys·zinli 

reszhipergr~f merete. 

l.r:Tegjegyzes: Az r ~ 3 lenyeges megszori tas, r=2-re a 

fenti tetelek nem igazak. Ebben az esetben a 3.Tetel er

venyes. Azt, hogy a 7. es 7A. Tetel pontes, az 1. szek

ci6 Pl. peld6ja mutatja. 

2.Megjegyzes: A 6,. Tete1 nagys:lgrendileg a lehet6 legjobb, 



-- 30 --

ezt a P2. pe1da rnutatja az 1~- szakaszbol, itt ugyanis a 

bazishipergraf rangja /r-1/jU+U es s=r+j, ezert 

1 

= 
r//r-1/ju+/j+l/u/ 

r+j 
~ r 

/r-1/jU+U - -- ... -
1 + 1 i+f 

es ez 1-hez tart, ha i 0-hoz ~s r vegtelenhez tart. r 
Specialisan tehat minden fix j-re /1~ j.( r~l I asszimp-

totikusan pontos a tete1, de pl. j=. [fir]. eseten is. 

).Megjegyzes: A 6.Tetel 3~+1· -nel kisebb retli partici-· 

6fed~sekkel foglalkozik~ Az 1. szakasz P3. peld~ja azt 

rnutatja, hogy 3~+3 -retU· partici6fedes eseten a 6. Te

tel mAr nem asszimptotikusan pontos. Ennel a peldAn~l u

gyanis 

£E. 
.S ----.--..r-1- = 

rlr- J 

r.~r/r + 11 
Jr+3_ · 

2 ------= 
rlr - 51 

ha r vegtelenhez. 

2r es ez 2 3 -hoz tart Jr - 1 

6.Tete1 bizonyit~sa: r=s eset'n igaz a-tetel, ezt az 1. 

Tetel biztosi tja. · Legyen r t.. s l... 3~+l • Fel tehetjlik,_ hogy 

I\; -nek olyan s-retii partici6fedese van adva, melyben e

gyik parhuzamos osztaly· sem felesleges, azaz minden i-re 

van olyan c1 fed6halmaz az i. parhuzamos oszt~lyb61, 

hogy j,li eseten cl $ cj t ahol cj a j. p:lrhuzamos osz

taly egy.fedohalmaza. /Ellenkezo esetben indukci6t alkal

mazhatunkl. Valasszuk ki tehat c1 ,c2 , •• ,C
8 

fedohalmazo

kat klilonbozo parhuzamos osztalyokb61, ugy, hogy ezek a 
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fed~shiper~r~f maxim~lis. §lei legyenek. Jel~lje L/H/ ~ 

c1 ,_c2 , •• ,C
8 

elekbol /es K~ pontjaib61/ all6 Hhipergraf 

elgrafjat, tehat 1/H/-nak s pontja van, es ket pont ko

zott pontosan akkor van el, ha a megf~lelo H-beli elek- -

nek van kozos pontja. Legyen j=s-r~ ekkor feltetellink 

s-zerint- j ( r~l • 

-Bebizonyitjuk, hogy a H hipergrafban minden pont 

foka leg~labb r. Ebbol a t~tel m6r kovetk~zik. Eloszor 

egy lemmat bizonyi~unk: 

Lemmq.:, L/H/-ban a fUggetlen elek maxima.lis szama legalabb 

j+l. 

· Lemma bizonyitasa: Ha x1y1 , ••• ,xkyk egy maximalis fiig

getlen elrendszer L/H/-ban, akkor ezen elek vegpontjai

nak elhagyasaval visszamarado X ponthalmaz tires es min~ 

den x 1y1 p~r teljesiti a. kovetkez6 ket tulajdons~g vala

melyiket: 

1. x1-bol vagy y1-bol nem fut el X-he 

2. X. -bol es y1. -bol egyetlen el fut X ugyanazon 
1 . 

pontj ahoz •. 

Valasszuk ki minden x.y. parbol azt a pontot, melybol 
-~ 1 1 -

legfeljebb egy ~1 fut X fele, ezen pontok a~kossak a~ 

Y halmazt. Az Y-beli pontoknak megfelelo H-beli eleknek 

van olyan reprezentansrendszere V/H/-ba-n, mely idegen az 

X-nek megfelelo H-beli elektol, hiszen ha Y egy pontja 

nines X-el osszekotve, akkor ezen pontnak megfelelo H

beli el tetszoleges pontja megfelel, ha pedig y egy y 

pontja egyetlen X-beli x ponttal van osszekotve, akkor 

az y-nak megfelelo H-beli elbol kivonva az x-nek megfe-
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lelo H-beli elt, a klilonbseg /nem Urea, mert nincsenek 

tartalmazkod6 elek H-ban/ tetszoleges pontjn megfelel. 

A C.-k atszamozasaval elerheto, hogy az .X-nek megfelelo 
l 

H-beli elek legyenek·c1 , .• ,Cu, az Y-nak megfelelo H-be-

li elek CU+l'···,cv es az ut6bbiakb61 valasztott repre-

zentans rendszer pedig p 1 , •.• ,p • /w·~v/. Ha w(r, ak-U+ W 
u 

kor U c. 
i.:.\ l 

-tal idegen pontokkal egeszitsUk ki a pi pon-

tok halmazat' ha w > r, akkor hagyj unk el nehany pi pon-

tot,' esetleg c1 halmazt is, ha u > r - olym6don, hogy az 

uj indexhatarokra max/u',w'/=r legyen. Tekintslik azt az 

r osztalyu teljes T hipergrafot, melynek.osztal7ai a 

c1 ,c2 , ••• ,Cu' halmazok es a Pu'+l , ••• ,pw'. pontok~ 

/~'< u eseten a .pontok nem szerepelnek/. Ezen T hiper

grat elei nem lehetnek az 1,2, ••• ,u' -edik parhuzamos 

osztalyba tartoz6 fedohalmazzal lefedve, mert T egy e

le tartalmaz pontot ci-bol 1 ~ i ~ u' -re es ci -n kivlil

rol is. Ne~ lehet T egy ele olyan parhuzamos osztalyb61 

sem;fedv~·.1 ,melyben az a c1 van, melyet pi reprezental 

u'+l~i~w' -re, mert c1-bol tartalmaz pontot /pi-t rna

gat/, de tartalmaz Ci-n kivlili pontot is, hiszen felteve

sUnk szerint ci legfeljebb egy elt metsz cl, ••• ,cu, e-
lek. ko··zu··l e's ' > 2 · 1 ' .... · > r-l 1 · < r+l 1 ' - U= m1ve u;::r-J· ~ J ~ es 

r~3. Ilyen m6don T eleit legalabb v parhuzamos osztaly 

nem fedi, haw< r es legalabb r parhuzamos osztaly nem 

fedi' ha w ~ r. Miutan azonban v=r+j- I Yl es j-J Y( ~ o, 
ezert v ~r, igy elmondhatjuk, hogy T eleit legalahb r 

szamu parhuzamos osztaly fedohalmazai nem fedik, azaz 

legfeljebb r+j-r=j szamu parhuzamos osztaly fedohalmazai 
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fedhetik. A~kalmazzuk a J.Fejezet B.T~tel~t, mely szerint 

r+l~j szamu osztalyat lefedi T-nek a T eleit fedo j szamu 

p5rhuzamos oszt~ly valamelyik F fed5halmaza. H~ IYI ,j, 

akkor felhasznalva, hogy r+l-j > j I r~l > j ekvivalens 
Jr+l s < 2 -vel/ F tartalmaz egy Ci el t valamely 1 ~ i ~ u-

ra, ami ellentmondis~ hiszen ez a c1 maximalis volt, azaz 

onmagan kivlil me:ls el nem fedheti. Igy \Y\ = k ) j, tehat 

legalabb 'j+l fligg~tlen el van 1/H/-ban.D 

Folytatva a 6.Tetel bizonyitnsat, valasszunk ki 

j+l. fliggetlen el t L/H/-bol. Indirekt .modon bizonyi tunk. 

Tegyilk fel,. hogy H-ban van olyan pont, melynek foka r-nel 

kis~bb, legyen ez x1 • Jeloljlik r1-el azon i indexek hal

niazat, melyre x1 E Ci' I 2-vel azon i indexek halmazat, 

mely~e x1 f c1 • Jr1\ <...r feltevesUnk szerint. Ket esetet 

kUlonboztettmk·meg: 

A~ ha lil\~ j+l, akkor j+l-IIl\ fliggetlen el 

~;.L/H/-ban melyek vegpontjainak megfele15:elek H~ban az 

x1-et tartalmazo elektol klilonbozok. Ezen ·elekbol kiva~ 

laszthat6 j+l-II1\ szamu pont, melyek az x1-et nem tar

talmazo elekbol 2/j+l-l Il\ I szamut lefognak, ezen pontok 

halmaza lepyen x1 • Az x1 halmaz es az x1 pont altal le 

nero fog9tt H-beli elek szama legfeljebb s-2/j+l-(I11 /

-(I1\ , ezert 

/i/ 

sz.3mu pont kivalaszthato rl-bol, melyek az r1-beli in

dexli elek egyikeben sincsenek benne, tov6bba az xl es 
x1 ~:lltal le nem fogott elek mindegyiket metszik. Ezt az 

! 

x2 halmazt ugy konstrualjuk, hogy az xl es xl nlt:Jl le 
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nem fogott ~lekb51 kivonjuk az r 1-beli indexli ~leket ~s . 

a kUlonbs~ghalmazokbol v~1.lasztunk pontokat. /A klilonb'-

s~g nem tires, mivel H-ban nincsenek tartalmuzkOdo ~lek/. 

Ha /i/-ben a ket sz,~, melynek maximumat vesszlik, nero e-

gyenl5, akkor bizonyos x1 ill. x1 ~ltal le nem fogott 

elekbol nern kell kivonni I 1-beli indexU el t /ha a me:1so

dik mennyiseg a nagyobb/. vagy bizonyos r 1-beli indexU 

elekhez klils6 pontot kell v~lasztani, nero t5r6dve azzal, 

hogy ez milyen xl es xl ~ltal le nem fogott halrnazban 
• 

van benne /ha ·az elsa mennyis0g nagyobb /i/-ben/. Az 

{xi V X1 U X2 = X halmf;lZ H ossze·s elet lefogja. es "elke

rlili" azaz minden H-beli e elhez van olyan x E: X, hogy 

x fe. Ha belatjuk, hogy pq ~ r, akkor ez ellentmond6s, 

hisz~n ekkor X-et tetszolegesen r elemU halmazz~ eg~szit

ve ez az ele K~-nek nem lehet lefedve egyetlen fed6hal

mazzal sem. Valoban: 

\X\ ~ l+j+l-1 r1r +s-2/j+l-l 111 I ~ l 111 = s-j = r , amennyiben 

/i/-ben a 2.. tag. adj a 3. maximwnot' es 

}X.\ ~ l+j+l- l IJJ + \ r 1t = j+2 ~· r, ha /i/-ben; az l. tag adja 

a maximurnot. j+2 "r r ~ 3 -bol es j ~ r~l bol kovetkezil{. 

B. li~>j+l eseten az A. esethez hasonloan .j~

r~nk el, csak ekkor a fUggetlen olekre I es GZ xl hslmaz

ra/ nines szlikseg. x2 halmazt V/H/-ban rekkor ugy konstru

Jljuk, hogy az r 1 -beli indexli halmazokat ~s az r 2 -beli 

indexlieket p1rositjuk /amig lehet/ ugyi hogy mindig egy 

r1-beli indexU ~lb5l vonunk ki egy.I2-beli indexli ~lt, 

es a klilonbsegb61 v6.lasztunk pontot. Ekkor az x
2 

halmaz 

/ii/ 



- 35-

szamossa.gu lesz, ezert az X = {x1' ux2 szamossagara 

IX{' 1+ [I~ ~r, ha /ii/-ben az els6 tag~ nagyobb, rnivel 

(I1f < r felteves volt es 

(XI~ l+li2t =l+s-II~ ~ l+s-/j+l/ = s-j =r, ha a masodik 

tag adj a a ma;imumot · /ii/-ben. -/Itt ( I 11 ) j+l -et haszn<Ll

tuk fel./ 

Mind az A. , mind a B. esetben ellentmondisra ju

tottunk, ezert 1 I 1t < r fel teveslink helytelen volt,· ezzel a 

6.Tetelt .igazoltuk. ITIJ 



-36-

3. Teljes r oszt~lyu hipergr6fok partici6fed~sei. 

l· Ebben a r~siben n~hdny, r oszt~lyu hipergr6fokra vonat

kozo eredmenyt vizsg/ilunk, melyek onmagukban is erdekesek, 

de felhaszn6l~sra kerUlnek m4s t~telek bizonyit~s5ra is. 

B.T~tel: Legyen H e6ry r oszt.ilyu teljes hipergrz_lf es H-n 

egy s-retU p8rticiofedes. Ter;ylik fel, hogy 1 ~ s ~r+l es 

r ~3. Ekkor van olyan fedohalmaz, mely H-nak legalc1bb 

r+l-s osztr:1ly.9_ t lefedi. 

Megjegyzes: A tetel a kovetkezo alakban is megfoga1mazha

t6: ha egy H r osztc-llyu (r ~ 3/ teljes hipergraf elei t a;<~ 

szi~1nel szinezzi.ik, akkor valamelyik szinben van egy ossze

fliggo' legalabb r+l-s osztnlyt tartalmazo reszgr.3_f. 

Kovetkezmeny: Ha egy r osztalyu teljes hipergr5f ~leit 

ugy fedjlik particiokkal, hogy minden fed6halmaz val6di 

modon kettev~gja a hipergraf minden os~talyat, ~kkor leg

al6bb r+l particiora van szlikseg r ~ 3 eseten. r=2 re ket 

partici6 is eleg, mint ezt az al~bbi ~bra mutatja: 

Megj egyzes: A. 8. rrete 1 eles, a bban CJ.Z erte lemben, hoe;y 

minden 1 ~s ~r+l , r ~ 3 eseten van olyan H r oszt.:S.lyu tel

jes hipergr1f es H-n olyan s-r~tU partici6fed6s, melyben 

minden fed6halmaz H-nak legfeljebb r+l-s osztJlyit tartal

mazza. Ilyen H-t a kovetkezok6ppen konstru.-:1lhatunk: 
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H pontjait egy r sorb61 es s osz1opb61 6116 :ma.trixban ab

r~zo1juk, a sorok felelnek meg rt oszt4lyainak. A~ i. par

tici6 az i. oszlop fels6 s-1 ele~~b61 ~s ennek komplemen

ter halmaz~b61 411. 

8.T~tel bizonyit6sa: Legyenek c1 ,o2 , •• ,0
8 

olyan fed6hal

mazok a partici6ferl~s 1.,2., •• ,s. partici6jAb61, melyek 

mindegyike H legalabb egy elet lefedi./Ha ilyen o1-ket 

nem tudunk vAlasztani, akkor indukci6val s-1 partici6 

is lefed/ •. TegyUk fel, hot,ry ezen fedohalmazok egyike sem 

teljesiti a tete1 k~vetelmenyet,. azaz H-nak legfeljebb 

~-s osztalyat tartalmazz6k. Ebben az esetben minden c1 
halmaz legal~bb s oszt&l~t metsz H-ban val6di m6don. Fel

tehet6, hogy s ~2, hiszen s~l eset~n ~llit5sunk evidens. 

V61asszunk ki ket klil~nb8z6 osztalyt H-b61, melyek egyi

ket c1 , mc.1sikat c2 metszi val6di modon. Valasszunk ki egy 

eze11' osztalyokt61 kUlonb~zo harmadik oszt6~lyt H-bol es 

ebbol egy a pontot. /r ~ 3 I. TegyUk fel, hogy: pl·. a E c1 
es a~ c2 - latni fogj uk, hogy egyeb illeszkedes eseten 

is hasohl6an megy a bizonyit~s. A c1-et val6di medon 

metszo osztalyb61 vegylink egy b pon tot ugy, hogy b ~ c1 , 

a c2-t valodi m6don metszo oszt<3.lyb61 pedig c' pontot, 

ugy, hogy c E c2• KonnyU 16. tni, hogy a, b, c pon to k koz~tt 

van kett5, melyek c1-re es c2-re ellenkez6en illeszked

nek, hiszen bE; o2 eseten a es b, c f.c 1 eseten a es c, 

b ¢_ o2 es c E o1 eseten b es c megfelel. Ezt a ket pon

tot x1-el ~s x 2-vel je15ljUk. Megjegyezzlik, hogy x1 es 
x 2 klil~nb~z5 os~t5lyb61 val6. Ha x1 ,x2 ,.~,xj m~r ki van 

v11asztva es j < s' o.kkor xj+l -et valasszuk ki ugy' hoey 
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xj+l H egy ujabb osztalyc3.ban legyen az elozo x1-k oszta

lyaihoz k~pest, tovabb5 c. 1-ben val6 tartalmazkod6sra 
J+ 

x 1-hez k~pest. ellenkez5en viselkedjen. Ez el~rhet5, mert 

feltev~slink szerint ~j+l legal~bb s oszt~lyt metsz val6di 

modon, es X] ,x2 , • • ,x. j < S miatt nem "ronthntja el" ezek 
. - J 

rnindegyiket. A fenti elj.-Jrnssal kiv"iiasztott x 1 , •• ,x
8 

pon-

tokat szliks~g eseten eg~szitslik ki tov6bbi pontokk~l u~y, 

hogy H egy E ~l~t kapjuk. Ez az cil nem lehet lefedve e8yik 

partici6val sem, hiszen, ha a j. partici6.lefedi, akkor 

x1 ,x. E E miatt x1- ,x. E C., konstrukci6nk azonban ennek el-
J J J 

lentmond. Ezzel belattuk, hogy c1 ,c2 ,, •• ,C
8 

valamelyike 

ilegaJ:abb r+l-s osztr'ilyt tartalmaz I-l-bol.CITI 

9.T~tel: Legyen H r-oszt~lyu teljes hipergr~fon-P r-r~tli 

partici6fedes. Ekkor J /HIP/ I~ r. 

9A.T~tel: Ha H teljes r osztilyu hipergr4f cileit r szinnel 

· szinezzlik, akkor H pontjai lefedhet6k legfeljebb r szzirnu 

egyszinU osszefUgg6 reszhipergr;6f pontjaival. 

9.Tetel bizonyit~sa:· r szerinti indukci6val bizonyitunk. 

Legven r=2 es tekintsL.i.k az els6 particiot. Ha ebben vala

mely F fed6halmaz belernetsz a paros gr~f mindket osz~alyi

ba, X-be ~s Y-ba, akkor a kivAnt fedest adja 

a • F ha X () F= X e s Y n F= Y 

b. F ~s /X-/X 1'"\F I I u Y -t tartalmCJ.z6 fedohalma z a m6so-

dik p8rtici6b61, ·ha X nFIX es Y f1 paY • 

c. F es /Y-/YOF//VX -et tartalmazc5 fedohalm8Z a m::1so

dik partici6b61, ha X n F=X es Y n F-/Y • 

d 0 fx.:..Jx (\ F/ I v /£ (\].P/ ·-et es /Y-/1 n F/ I u /X ()}1
/ -et 
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tartalmaz6 fedohalmazok a masodik partici6b61, ha X n F:/-X 

esY. f\ F:/Y. 

Ha az elso partici6ban ~incs olyan f~d6hnlma~, 

mely a p~ros gr6f mindket oszt~ly~ba belemetsz, akkor a 

m~sodik partici6. trivi~lis, azaz egyetlen fed6halmaza le

fed, ezzel az r=2 esetet elint~ztUk. 

Legyen most r ~ 3 es tekintsUk H r osztalyu teljes 

hlipergr:if r-retli particiofedeset. A B.Tetel alapjan van 

olyan F fed5halmaz, mely H egy bszt~lyat tartalmazza. H' 

r-1 osztalyu teljes hipergr<if pontjait definir-lljtJk ugy, 

hogy H-b61 hagyjuk el az F ~ltal lefedett oszt~lyt, mas 

oszt~lyokb6l_pedig v~lasszunk F 6ltal le nem fedett pon

tokat, ha ilyen nines, akkor tetszoleges pontot. Ha·F 

H1 minden elet lefedi, akkor ~incs mit bizonyitani. H 

parti6i6fedese Ht-n_r-1 r~tQ partici6fed~st indukal, 

mert H F~et tartalmaz6 partici6jiban csak F fed ~lt. Az 

indukci6s · fel teves alapj'an H' pontjai legfeij ebb r-1 fe-
' 

d5halmazzal lefedhet6k; ezek kfb6vit~sei es F adj~k H 

kiv.:int fedeset. rno · 

Megjegyz~s: A 9~T~tel pontes, abban az ertelembent hogy 

minden H r osztalyu teljes hipergrafn.ak, · mel'yben van egy 

legal&bb r pontu oszt~ly, ~§n olyan r-retti partici6fede

se, m·elynel a fedesi szam pontosan r. Ezt ugy defini.-3.1-

hatjuk, hogy a legal~bb r pontu oszt~lyt r nem U~es disz

junkt r6szre bontjuk, ~s az i. partici6 az i. r~sz pont

jaih61 es a tobbi osztalyokbol es ennek komplementerebol 

all. 
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2. Teljes p~ro~ gr~fok Rartici6fed~sei. 

A kovetkezo tetel: teljes pares gr~fekra /r=2/ 

vonatkozik es Lehel Jenovel bizonyitettuk az 5.T~telhez 

segedt~telkent, de onmagaban is erdekes: 

lO.Tetel: I{a egy n pontu.~ teljes pares grafen adott egy t 

retli partici6fedes, akkor a fedeshipergraf re.ngja lega-

18:bb [lT. -
lOA.Tetel: Ha G .n pontu teljes pares graf eleit t szinnel 

szinezzlik, akkor van G-nek egy egyszinU/, osszefliggo, leg

al~b l~• pontu r~szgr8:fja, 
Meg,j egyzes: a tete 1 "nagy j ab61" pon tos. Ha G egy telj es 

p~res gr~f, akkor mindket kromatikus oszt~ly~t osszuk fel 

egyenletesen t reazre es ezen r~szek kozotti eleket szi

nezzlik ki a t-t teljes p<:i'ros graf egy 1-fa ktorokra banta

sa szerint - egy l~faktornak egy szin feleljen meg. Ebben 

a szinez~sben minden szinben "nagyj8:b61" (¥faz Osszefilg

go komponensek pontszamanak~ maximuma. Ha G valamelyik osz

tcily8:nak pontszama oszthat6 t-vel, akkor pl. pontosan [.¥f 
ez a maximum. 

Megemlitjlik ezzel kapcsolatban a kovetkez6 sejtest: 

/Lehel Jenov~l sejtjlik/ 

Sejtes: Ha G teljes pares graf eleit t szinnel szinezzUk, 

akkor G csucsai lefedhetok 2/t-1/ egyszinli osszefliggo resz-

graf csucsaival. 

l.Megjegyzes: a t=2 eset a 9.Tetel speci~lis esete. 

2.Megjegyzes:t=3-ra konnyil igazolni a sejtest: eleg vala

mely szinben egy komponenst tekinteni, ha ez A es B halma

zokb61 tevodik ossze, akkor A es Y-B ill. B es X-A kozot-
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ti teljes paras grafok ket szinnel vannak szinezve, igy 

ezek 2-2 egyszinU osszefligg6 reszgraffal lefedhet6k a 

t=2 eset alapjan •. /X es Y a p.1ros graf ket osztt1lyat je-

loli./ 

J.Megjegyzes:2/t-l/ helyett 2t-l -et irva a sejtes igaz, 

ez trivialis: leg-ye~ pq egy piros el. A p-re es q-rn il

leszked5 piros elek es a p-b61 ill. q-b61 indul6 nem piros 

csillagok &ltal meghat~rozott reszgr6fok adj6k a kiv~nt 

fedest. Ugy tlinik, hogy ez n sejtes is hasonlit Ryser 

mar emlitett sejtesehez I mely szerint teljes grar eleit 

t szinnel szinezve t-1 osszefligg6 egyszinU reszgraf csu-

csaival lefedhet6k a ~eljes graf csucsai/ abbol a szem

pontb9_1, hogy t-1 helyett t-t irva trivialis, allitast ka

punk •. 

4.Nlegjegyzes: 2/t-1/ nel kisebb szamra a sejtes nem igaz, 

ezt a kovetkez6 pelda mutatja: Tekintslik azt a p~ros gr~

fot, melynek·felso osztalyaban t-1 pont, az;alsoban t! 

pont ,van. A t! pontot fogjuk fel ugy, mint t elem t-1 

osztalyu ismetl~s nelkUli vari~ci6it. A fenti i. pont es 

a lenti a 1a 2 ••• at-l permutacicS kozotti e1 szi'ne a1 • Ezt 

a grafot t=J-ra az alabbi abra mutatja: 

ll.Tetel: A fent definialt paras graf csucsait 2/t-1/ 

nel kevesebb-osszefliggo egyszinli reszgrGf csucsaival 
( 

nem lehet lefedni. 

Bizonyit~s: Feltehetjlik, hogy a fedes a fels5 pontokra 
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i1leszked6 csillagokb61 all. Rendezzlik ugy el a fenti pon

t.okat, hogy az i. pontra x. szamu e-gyszinli csillag i1lesz-
1. . 

kedjen a fed~sb61 ~s x1 ~ x2~ •• ~xt_1 teljeslilj~n. Be15tjuk 

azt, hogy valamely i.:_re x1 ~i+l. Ha ugyanis x1 ~i minden 

1 f: i ~t-1 ~seten, akkor valasszunk egy o1yan s-zint, mely 

a t-1 -edik pontra illeszked6 fed6csillagok szin~t51 kli-

15nb~z6, ezutan olyat, mely a t-2. pontra illeszked6 fe

docsillagok szin~t61 es a mar valasztot~~in~61 kUl~nbo

zo, es ,igy tovabb. xi~ i felteteli.ink biztositja, hogy ez 

az eljaras folytathat6. Igy t.-1 szint va1asztottunk ki, ~s 

az az a1s6 pont, mely az i. fels6 pontta1 eppen az ahhoz 

valasztott szinnel van ~sszek~tve, nem lehet lefedve - ez 

ellentmonde:l.s. 

Van teh.:it egy 
4:-.f ~ _, -t,., 

L. x. = L. x. + 2-
~· .. -t J i-=i ·J {:d. 

olyan i, hogy x1 ~ i+l. Ekkor' 

xj ~ /i-1/+/i+l/ /t-i/ 

Belatjuk, hogy a jobboldal 2/t-1/-nel nem kisebh, azaz 

/i-1/+ /i+l/ /t-i/ ~ 2/t-1/ ami i=1 ese-

t~n egyen16seg,. kU1onben atrendezve es i-1 el leoszt~a 

t >. 1 = 1.+ egyenlot1ens~gbe megy~.··at, ami igaz, hiszen t-1 

pont van fe1Ul. Azt kaptuk, hogy 
!:..1 
~X· ~ 2/t-1/ es ezt akartuk be1atni~ 
1'"4 J 

5.Megjegyz~s: A sejtest el~g olyan szinezesekre bebizo-

nyitani, amelyben minden szinben minden osszefliggo egy

szinli r~szgraf telj~s paros graf. Ha ugyanis H egy olyan 

egyszinli pl. 'piros osszefligg6 r~~szgraf, amely nem teljes, 

akkor .legyen ennek ab egy hianyz6, azaz m.:lsszinU, pl. kek 

ele. Ekkor felbontasunk a kovetkez6 lehet: H-hoz vegylik 

hozza az a es b pontb61 indul6 osszes piros elt - ez lesz 
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1 "' ,. 'f b 'lh ·· k h ' · b '1 ' b-bo""l az e so reszgra • a e ez vegyu ozza az a- o es 

indu16 5sszes k~k 6lt - ez les~ a m~sodik r~szgr~f. A fel

bont~s tobbi reszgrafjat az .a-bol es b-bol indulo egyszi

nu, pirost61 es kektol klilonbozo csillagok alkotjak. Ezek 

sz:lma legfeljebb 2/t-2/ es ehhez jon meg a mar defi.nialt 

ket reszgraf. Igy legfelj ebb 2/t-1/ szamu e·gyszinli oesze

filgg5 reszgraf csucsaival l~fedtlik a teljes p~ro~ graf 

osszes csucsat. 

lO.Tetel bizonYitr:_1sa: A tett?lt a lOA. alakjaban bt.zonyitjuk. 
' . ~ 

A bizonyit.:1.s lenyege annak kimutatasa, hogy _a keresett. l ¥ J 
pont~ 6s~zefligg5 egyszinli reszgr~fot abban a szinben meg

talaljuk, amely szinben a l~gtobb ele van G-nek. 

T~kintsUk a kovetkez5 szels5~rt6k felad~tot: adott 

m,n,M termeszetes szamokhoz ke.resendok olyan r, x 1 , •• ,xr 
,. 

es yl, •• ,yr nem negativ egeszek /r-r61 feltesszilk; ho-gy 

pozitiv/, hogy ,.,. 
/1·; ~ '-- x. =m, 

L•.f 1 
'1" 

es az f= LX y 
~::4 i i 

t y 1=n, x1+y1 "M minden'l~i•r-re 1 
alehet5 legnagyobb. Az /i/-nek eleget 

tevo x. es y
1
. sorozatokat egyszerlien me~oldasnak fog-

_1 

juk nevezni. Egy megoldasb~n x1 ,yi part telitettnek nevez-

zUk, ha. x 1+y 1=M, mig x 1+y 1 < Ivi eseten telitetlennek. Bebi

zonyitjuk a k~yetkez5 lemm~t: 

Lemma:Az /i/ feladatnak van olyan a 1 ,,ak 

tim§lis megold~sa, melyre 

A. Egyetlen telitetlen p~r van /ez lehet a 0,0 p6r/. 

B. Ha ak, bk j el~li a teli tetlen p::l.rt, a kkor a 1 ~ ak 

es b 0 ~ bl minden 1 ~ i ( k -ra. ' 
. 1 { 

Bizonyit.1s: legyen a1 , •• ,ak ; b1 , •• ,bk a feladatnak olyan 
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optimalls megold3.sa, melyben a lehet6 legtobb par telitett 

~s ezeken bellil a lehet6 legkevesebb p~rb61 .all. Bel~tjuk, 

hogy ezzel a v~ilasztassal a lemma nlli tRsai teljeslilnek. · 

Ha lenne k~t ~elitetlen p~r, a 1 ,b1 ~s a 2 ,b2 , akkor 

legyen pl. _a 1 ~ a 2 • Ha b1 ~ b2 , a kkor a 1-et ~s b1-et csok

kentve, mig a 2-t ~s b2-t megfele16en novelve tovabbra is 

optimalis megoldast kapunk, de e novelesek soran vagy az 
I 

a 2 , b 2 par teli tette v.:3.lik, vagy az a 1 , b1 parb61 lesz a 

0,0 par, es ekkCD'f"ezt elhagyjuk. Mindket esetben ellentmon

dasba. kerlillink a valasztot.t megoldas definici6javal. Ha 

al ~ a2 de bl > b2'. akkor bl-et csokkentslik es b2-t novel

jlik ugyanannyival, ekkor.a 9elfligb~eny .~em csokken, tehat 

tov,:ibbra is optimalis megoldast kapunk. E mlivelet sor~3.n 

' ,bl = ?1-h, b2 = b2+b, ezert vagy az a2,b2 telitett lesz, 

vagy bi ~ b2 bekovetkezik. Az elsa eset ellentmondas, a 

masodik esetben viszont az al 'bi es a2 'b2 parra al ~ a2 

es hi~ b2 - azaz. a mar targyalt 'esetre jutunk, mely ellent

mondashoz vezetett •. Ezzel A.-t igazoltuk, hiszen ha egyal

talan nines telitett par, azt ugy fogjuk fel, hogy a o,o 
part telitetlen parkent hozzavesszlik a megoldashoz. 

B. bizonyitasahoz tegylik fel, hogy a telitetlen 

a, b parra es a teli tett a', b' par.ra pl •. a'<. a. Definial

juk e pc-1rok he.lyett az a'+l, b'-1 .es a-1, b+l parokat. Azt 

allitjuk,;hogy e cserevel a co1fliggveny erteke n6./A~, 

hogy tovnbbra is mego1dast kapunk, nyilvanvalo./ Ehhez 

azt ke11 belatni, hogy 

/a '+1//b '-1/+/a-1/ /b+l/> a 'b '+ab azaz a-a'+ b' -b .. Z>O. 

a+b<a'+b', mivel a,b telitetlen es a',b' telitett, azaz 
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a-a'< b'-b. r~'Iasreszt a-a.'~ 1 felteveslink szerint, ezert 

b'-b legal~bb 2, ami bizonyitj~ a kiv~nt egyenl6tlense

get. Ellentmond.:lsrn jutottunk a'zzal, hogy megoldjsunk op

tlm3lis volt. 0 

Folytatva a tetel bizonyitas·1t, te[;ylik fel, hogy G 

gr6.funknak piros szinben V8l1 a legtobb ele. G piros szi:nU 

elei komponenseket hat~roznak meg, legyenek xl, •• ,xr es 
y 1 , •• ,yr a komponensek pontsz~:Unai G also ill. fels6 osz

t~ly&ban. Jeloljlik tov1bb~ m-el es n-el G also ~s fels6 

osztaly.~5.nak pontszamA.t. Nyilv-5n 
..,.. 

L: x. = m, 
(-:t 1 

,. 
L y. = n. 
C::f ' 1 

Tegylik fel, hogy 4llit~sunk·nem teljeslil, ami azt jelenti, 

hogy 

xi +Y i § [mtn r-1 =1\1 minden i-re. Az itt defini6lt 

M-el /m es n-el/ az x 1 , •• ,xr ; . y l, •• , y r megold<1sai a lem

m4ban szerepl6 feladatnak, ezert a lemma ~ltal biztositott 

optimalis megold5sra a celfliggveny nen1 kisebb, azaz 
'T'" k. 

I_ x.y. ~ 2: a. b. ; 1· 1;·. 
t.=1 l. 1 l,::f J. 1 

/ii/ jobboldala a kovetkez6keppen irhat6: 

& 1 ( lc-1 k- t lc-1 ) 

La.b. = ~ ·~/a.+b./2- ~-1 a 1? Lb? +a,{bk = 
r.:.=1 J.. 1 ·~ l= f 1 1 ~ ~s/ J.. t ~ 

k-1 k-1 

= M/m-ak/ - ~.a~ +akbk ?; af-et alulrol becsUlhet-

jlik, f~lhasznalva' hogy negyzet<.isszeg adott osszeg mellett 

akkor a legkisebb, ha ~gyenletes a felbont6s. Ez~rt 

. i; ai bi ~ M/m-ak/ - /mj{a~4 + akbk /iii/ 

Felhasznftl va, hogy G-nek legalcibb [~nr piros 8le van, /iii 

es /iii/-bol kapjuk: 
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Felhasznc1lva, hogy k-1= m+nMak-bk- ,M/m-ak/-t kiernelve 

Bel~tjuk, hogy ennek pontosan az ellenkez6je igaz: 

lmnl
11 

) M/rn-ak//n-bkL + a b. ami ellentmondns. 
tj m+n~ak-bk lt k 

Felhasznalva a p ~ (P]~t <. p+l eg;yenl6tlenseget, a fels6 eg6sz 

reszt elhagyhatjuk,riVl= [mtn]*- 1 helyett pedtg m~n -t ir

hatunk, azaz eleg belGtni az 
I 

mn) ~ /m-ak//ni)bkL +akblr egyenlotlens8-r= l.t • ffi+U-Bk- k .>-

get. Megfelelo atrendezes ut6n ez iG.Y irhatcS: 

2 2 
akn +l'>km -akbk/t+l/ /m+n/+takbk/ak+bk/ ~ 0 • Ha ak vagy 

bk 0, akkor e z nyilvan iga z, egyebkent akbk-va1 leosztva cs 

atrendezve 

m2 n2 
- /t+l/m + 0 - /t+l/n + t/ak+bk/ ~ o adodik. Belat-

8k k . 
juk, hogy 

m ~ ak/t+l/ es n ~ bk/t+l/ /iv I 

es ebbol m6r az egy sorral feljebb lciv6 egyenl5tlens6g k~-

vetkezik. Mivel 

M = [mt:qr- 1 es M = [t¥) ez8rt k-1 ~ t, 
a.zaz k ~ t+l. A lemma B. ~illi t.:1sn szerint ak 6s bk -n61 a 

tobbi ai-~· ill. bi-k nem nagyobb~k,ezert 

m= ia. ~ k·al~/t+l/ak esn=.2b. ~k·bk ~/t+.l/b,{ 
., •4 J. - { . l.'~'i . l t 

Ezzel /iv/-et iga.zoltuk, es egyben a lO.Tctelt is.CIIJ 
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·i.- Yk esT kapcsolat6r61 hiperr:r,J:fok osszegebe!1· 

1. y-tr es J kapcsolata hipergr6.f?k t-szerezeseben. 
--l\. 

r.egyen H egy e8:[szerU hipergr'=if, ennek t-szerezeset, Ht 

hipergrafot a kovetkezo modon defini::l.ljuk /t termeszetes 

szam/: H~ csucsai H csucsai, elei pedig H t sz6.mu, kUlon

bozo elenek egyesitesekent irhatok, azaz 

V/Ht /=V/H/ E/Ht /= ( 8Elc : EkE E/H/, E1;1Ej ha i;lj ) 

A kovetkezo~ .. tetel C.Berge sejtese volt/[4l2'{8.oldal/: 

12.Tetel: (9] Ha r( Helly tulajdonsagu es ft/Ht/ {:t, azaz · 

Ht barmely t+l elenek van kozos pontja'. akkor T /Ht I~ t. 

A 12.Tetel ~l~s a kovetkez6 cirtelemben: 

13. ~retel: [9] Minden t ~ 2, u ~~ 1 -hez lete zik H He lly tulaj-

' t t " donsagu hipergraf, me lyre Yt_1/H I;. t-1, azaz H barmely 

t elene k van kozos pontj a es rr /Ht I~ u. 
: t. 

Termeszetes kerdes az, hogy ne csak H -re, hanem 

. Ht reszhipergrafjaira is bi~onyitsunk a 12.Tetelben szere~-

16 tu1ajdonstigot. Ehhez azonban nem eleg az, hogy H Helly 

tulajdon!34gu, amint ezt a kov:etkezo tete1 mutatja: 

14. Tete1: 9 Minden t ~ 2, u, k ~ 1 eseten van olyan H Helly 

tulajdonsngu hipergr.3.f es Ht-nek olyan H' reszhipergraf

ja, hogy Y k-1/H'/~k-1, azaz barmely k elnek van kozos 

pont j a e s 'f" /I-I' I~ u: 
Kerdes azonban, hogy H normalit6sa nem biztositja 

e a· 12. 1ete1 analogonjat Ht m{nden r~szhipergr~fjira: 

Kerdes: Ha H normalis hipergraf es H' Ht o1yan reszhi

pergr~fja·, melyre barme1y t+l e1 metszi egymast' azaz 
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Vt/H' IS. t, igaz-e, hogy T" /H' I ~-t? 

KonnyU belatni, hogy a valasz igenlo, ha H inter

vallt~rendszer a sznmegyenesen, vagy pl. ha H paras graf. 

Ha H egy fa reszfarendszere, akkor a valasz csak t ~ 3 eset

ben ismert [7}. 
Ha Ht reszhipergr1fjair61 csak azi tesszlik fel, hogy 

brJ.rmely t elnek van kozos pontja' azaz v t-1 ~ t-1' akkor 

H normalitasa mel1ett is csak negativ eredmenyt tudunk .11-

1itani: 

15.Tetel: Minden t ~2, u~ 1 -hez van olyan ·H norm,31is hi

pergr(if es H' reszhipergrafja Ht-nek, me1yre H' b.:lrme1y t 

elenek van kozos pontja, azaz '{t-1/H'/·~·:t-1 es T/H' /~ u. 

A t=2 specialis esetben a 15.T&te1 meg erosebb for

rnaban is igaz: 

16.Tetel: Minden u~1-i~ez van olyan H pcl.rat1an ko·rt nem 

tartalmaz6 hipergraf es H' reszhipergrnfja H2-nek, hogy 

y /H' /=1 es 't /H.' I~- u. 

12.Tetel bizonyitasa: J~lolje G L/H/ komp1ementeret. Te

kintslik az 

A = { x: x E. V /G/ ,d/x/ ~ t} halmazt, ahol d/x/. 

x pont fokat jeloli. Be1atjuk, hogy \A\~t. TegyUk fel u

gyanis, hogy lA\~t -ekkor v4laszthatunk x 1 ,x2 , •• ,xt kU

lonbozo csucsokat G-bol, ugy, hogy d/xi/ ~- t minden i-:re 

/1 ~ i ~ t/. Az Y 1 , •• , Y t csucshalmazok~t defini6lj uk ugy, 

hog"Y lY i\= t es Y i minden pont,j a legyen Xi -ve 1 szomszedOP . 
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Legyen ~0= {x1 , •• ,xt} • Tekintslik ·Ht azon Ei eleit, melyek 

Y1 .ponijainak megfelel5 H-beli ~lek egyesitesekent irhat6k 

i=O,l, •• ,t-re. Igy t+l elt definlaltunk Ht~ben, es konnyli 

l~tni, hogy ezeknek hines kozos pontja - ez ellentmond~s • 

. Belattuk tehat, .hogy {AI <.. t, ebbol Tomescu egy tetele sze• 

rint/ [3], 4~0. oldal/ kovetkezik, hogy G kromatikus sze:1ma 

legfeljebb t, azaz 1/H/ 6~ucsai lefedhet6k legfeljebb t 

teljes graffal. ·H Helly tulajdonsagu, ·ezert a teljes gra

fok pontjainak megfelelo eleknek V8U kozos pontjuk, igy 

I /H/ ~ t ~ ebbol T" /Ht /' t· ad6dik.ITIJ 

13.Tetel bizonyitasa: E tetel bizonyitasanal es a tobbi. 

negativ eredmeny bizonyi tas-:inal felhasznalj uk a kovetke

zo lemmat: 

A.Lemma: Minden G. grafhoz van olyan H Helly tulajdonsagu 

bipergraf, melyre L/H/ izomorf G-vel. 

Bizonyi t.9.s: Konnyli e1len5_rizni, hogy G maxim{lis teljes 

grafjaib61 all6 hip~rgraf dua1isa megfelel H~nak. 

_Legyen G .olyan graf, mely?en barmely. kor t 2 -nel 

hosszabb' es kromat1kus szarn~ 1egalabb U+t. Ilyen graf le

tezese [11] -b61 kovetkez'ik. Legyen H olyan Hel'ly tulajdon~ 

sagu hipergraf? hogy L/H/ izomorf G komplementerevel. I~·. 

lyen H 1etezese.t az A.Lemma biztositja. BelatjtJ.k, hogy 

t'/Ht/ ~ u. Ha T" /H t I< u 1enne, akkor van egy legfelj ebb 

u-1 elemli lefog6halmaza -. ettol a lefcrg6halmaztol csak 
-

t-1 H-beli el lehet idegen legfeljebb, ezert H-ban van 
., 

egy u-l+t-1 ele.mli lefog6rendszer, azaz T/H/ < u+t-1, ez .a-

zonban ellentmond annak, hogy L/H/ teljes. gr,:lfokkal val6 
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fed~s~hez lega1~bb. U+t te1jes gr~fra van szliks~g. 

Megm.utatjuk, hogy Ht b8.rme1y t elene'k van ·kot~Os 
t t ~ 

pontja. Legyen E1' = \J E1 ., E2' = ~ E2J., •• , Et = ~ EtJ· 
~"" J ,...., . ):-1 

Ht-ben t szamu e1, ahol E .. -k H-beli e1eket jelolnek. 
~J ' 

y i-j je1o1je ~z. Eij e1nek ·megfele16 csucsot L/H/-ban. Az 

Y= t y ij ' 1 ~ i, j ~ t J cs·ucsok al tal feszi tett reszgraf 

komplementere nem tartalmaz kart, mivel ~ Y \ l= t 2 • Ebbol 

kifo1y61ag az Y ha1maz pontjai e1rendezhet6k ugy, hogy 

bE1rme1y y €. Y:....hoz 1egfelje bb eg-:J olyan y 'E· ·y van me1yre 

y {y' es y,y' el nines benne 1/H/-ban. ValasszLmk ki CSll

csokat Y-b61 a kovetkez6 a1goritmua szerint: kezdetben 

legyen Y' = 0. Ha van olyan. yij_e Y-Y' , . hogy yij ossze 

van kot\re Y' minden pontjava1 es ykm E Y'-b61 i~k kovetke

zik, akkor a 1egkisebb ilyen yij -t vegylik be Y'-be. 

/A legkisebb a fenti rendezesben ertendo/. Ezen uj Y'-

vel folytassuk az eljarast, egeszen addig, mig nem tu-

dunk mar tovabbi yij pontot valasztani. 

Belatj uk, hogy Y' minden 1 ~ i ~ t -re tartalmaz 

olyan csucsot, ~elynek ·elsa indexe i. lia ez nem 1enne i-

gaz, akkor va1ame1y i-re az y11 ,y~ 2 , .• ,y1t csucsok egyike 

sem lenne Y'-ben. Minden k-ra es y.k-ra van olyan yk€Y' 
J. . 

ho · k< " '1 nines gy Y Yik ·es y,yik e 1/H/-ban./Ellenkezo eset-

ben yik bekerUlt volna Y'-be/. Mivel \Y'I ~ t, ezert van o
k k' lyan k es k', melyre y =y , ami ellentmond Y rendezesenek. 

Y' ez~rt minden E~ e1et reprezent~1 ~ azonban Y ' 
~ t . 

teljes graf, ezert H Hel1y tu1ajdonsaga miatt Q El ~0. 
Ezze1 a bizonyitast befejeztlik.CIIJ 

14.T~tel bizonyit4sa: G gr~fot.a kovetkez6 m6don defini11-
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juk: Legyen. G1 gr~f minden k~re k-n~l hosszabb ~s kromati

kus szama 2u-nal nagyobb. G csucsait m8trix-alakban k~p

·zeljlik el, me1ynek.t sora ~s ·V/~1/ oszlopa van. G ~leit 
"; 

az els5 k~t sor defirii~lja: G1 komplementer~t helyezzlik 

el az elso ket sorba, m~g pedig ugy, hogy az egymas felet

ti pontok egymasnak feleljenek meg egy izomorfizmusn~l. Az 

e1s6 sor ~8 a maeodik sor k~z~tti ~sszes ~lt meg hozza

vesszlik a gr6.fho·z. Tekintsi.ink egy olyan H Hel1y tipusu 

hipergr~fot, melyre L/H/ izomorf G-ve1. H' reszhipergraf 

a.1ljon G oszlopainak megfele1o ~1ek unioib61. Konnyli iga

zolni, hogy H' e1eget tesz a tete1 kovete1menyeinek.LITI 
) 

15. Tetel bizonyitasa: Teki~tslink egy ut+2/t-l/ sorb61 ~s 

t oszlopb61 ~116 m~trixot,· me1yb61 a jobb fols5 es bal al

s6·saroke1emeket elhagyjuk. Ezep csonkitott m§trix e1emei 

legyenek G grc-1f csucsai. G ket csucsa 1egyen elle1 ossze

kotve pontosan akkor, ha kli1onboz6 oszlopban vannak, es 

a- kisebb osz1opindexli csucs "magasabban" van,~azaz sorin

dexe kise bb. Az. igy. defini.3.1 t G graf maxim3.lis telj es 

reszgrafj aib61 kepezett hipergraf dual is Ild.:pe~grafB;§t H 

legyen. Ekkor H Helly tulajdonsagu hipergre:1f, es L/H/ 
( 

izomo~f- G-vel. H' hipergr4f ~lljon G _t~edik,t+l~edik, •• 

,ut-edik soranak megfele~6 ~lek egyesit~seb6l. Ekkor H' 

Ht reszhipergrafja lesz. 

A. H normalis hipergr6.f - ehhez azt kell igazolni, 

hogy G maxim6lis teljes gr:~.fjaib6l, mint elekbol all6 

hipergr~ifban a pontok b::lrmely v reszh2lmaz6ra 9 /VI = 

o(/V/, azaz a V pontjait lefedo teljes grafok minimc"llis 

szama megegyezik a V-ben levo maximalis tires gr6f pont-
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sz.:3.m.:ival./IIa V-t, mint· G pontjainalc reszhalmaz1t tekint

jlik/. Ha a G gr1f cileit ugy ir5nyitjuk, hogy minden el 

"lefele" mutasson, akkor G parcialisan rendezett halmaz 

lesz - igy V 4ltal f~szitett r6szgr1f is az. Dilworth is-

mert tete let alkalmazva ~ /V /=d... /VI ado<:).ik. 

B. H'-ben bartnely t elnek van kozos pontja. Valo

ban, H' t SZcirnu elenek G t elemli sorai felelnek meg. A 

legk~sebb indexli sor els6 eleme, a kovetkez5 sor m4sodik 

eleme, ••• ,a legnagyobb indexti sort. eleme teljes gr~fot 

defini~l G-ben, ezert H Helly tulajdonsti.gs miatt ezen pon

toknak megfelel6 H-beli 0leknek van kozos pontja. 

C. )/H'/~ u, mivel Ht-nek legfeljebb t szamu·Jelet 

lehet egy ponttal lefogni, tekintve, hogy G-ben t-nel na

gyobb teljes gr::lf nincs.rno 

16.Tetel bizonyit6sa:ehhez eleg azt eszrevenni, hogy -t=2 

eseten az el6z6 bizonyit~sban szerep16 G gr4f p5ros gr6f, 

ezert makimc-5.lis teljes reszgrafjaib61 :}116 hipergrti.f onma

ga, ennek dualis hipergr~fja nem-tartalmaz p4ratlon kart, 

hiszen egy h hosszusagu kornek a dualisban is megfel~l egy 

h hosszus~gu kor. 

b_Yk es T kapcsolata diszjunkt hipergr,:J.fok osszegeben. 

Hipergr.:ifok t-szerezesenek mint.1:jcira bevezethet-

jlik diszjunkt hipergr6.fok osszeget is. Az osszeg defini-

cioja megfelel eg,yeb strukturakon szok6sos osszeg-defini-

cioknak: ha H1 ,n2 , •• ,Ht olyan hipere;r1fok, melyelc cnucs

halmazai p.:1ronlcent diszjunktak, akkor az osszeg-hipergr6f 

csucsai 3 komponensek coucsainak, 6lei pedig n komponensek 
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eleinek egyesitesekent irlu1t6k, azaz 
t . ~ . f: -_ t 

V/ LI-1./ = .UV/H./ es E/ l; H./={·~ Ei : E
1
. eE/H1/}. i'1 1 .... ;( 1 l':.f l 11:"-1 

A 12.Tetel megfelel5je itt m~r minden reszhiper-

grafra igaz: 

17.Tetel: Hat dis~junkt Helly tulajdons6gu·hipergr~f 

osszegeben H' olyan reszhipergraf,-melyben barmely tel

nek van kozos pontja, akkor 'r/H' I~ t es van olyan t ele

~nli lefogohalmaz, melynek minden komponensben van egy-egy 

pontja. 

Ha az osszegrol csak annyit teszUnk fel, hogy 

barmely ket elnek van kozos pontja, ebbol meg 'nem lehet 

T" -ra becslest adni /me ly csak t-t61 fligg/' meg akkor sem 

ha H-r61 feltetelezzlik, hogy norm6lis. 

18.Tetel: Minden u termeszetes szamhoz van olyan .Hl es 

·H2 norrnalis hipergraf, melyek diszjunktak es H osszeglikre 

v' /H/=1 de T' /H/ i;. u. 

:Erde,kes, hogy normalis hipergraf helyeitt kiegyensu

lyozott /balanced/ hipergrafokat_ veve m:~r pozi tiv eredmenyt 

tudunk allitani, sot pozitiv eredmenyt tudunk mondani azok

ra a hipergrafokra is, melyek Helly tulajdonsaguak, tovab

ba minden h&rom hosszusagu k~rilkben van olyan'~l, me~y a 

kor mindharom pontjat tartalmazza. Mint arra Frank Andras 

rrfunutatott, ezen hipergrafok pontosan azok, melyekben min

den alhipergr4f reszhipergr6fjai Helly tulajdons1guak. En-. 

nek a· megjegyzesnek alapjan ezeket a hipergra_fokat erosen 

Helly tulajdonsaguaknak nevezhetjlik. Erosen Helly tulajdon

s~igu hipergrafok osztalyaba tartoznak a kiee;yensulyozott 

·/balanced/ hipergr~fok. 
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19.T~tel: Minden t-hez ~s k-hoz van oly~n f/t,k/ sz~~, 

hogy amennyiben t diszjunkt ero~en Helly tulajdons~gU· 

hipergraf osszegenek I-I' reszhipergrafj r:1.r~ y /H' I!: k,. 

akkor 'l/H'/~f/t,k/. 

Ez az eredmciny a szerz6 egy regebbi t~tel~b51 ko
vetkezik /[lo] 4.Tetel/ a kovetkez6, tal~n onmagaban is 

_erde kes lemma f'e ll1as zn,S.lr1s8.val: 

Lemma: Er6sen Helly tulajdonsagu hiper_graf line-grafja 

nem tartalmazhatja a h/irom fUggetlen elb61 allo graf 

komplementeret. /Norm2_lis hipergrt:1fra ez nem r~ll, his zen 

ez a graf ~erfekt/. Nevezzlik el ezt a gr5fot Q3 -nak. 

Lemma bizonvitr:~sa: Indirekt modon okoskodunk. Tegylik fel, 

hogy Q
3 

gr1f benne van feszitett r~szgr4fkent H er6sen 

Helly tulajdons~gu liipergraf line gr~fj4ban. JeloljUk 

Q3 csdcsait az al5bbi ~bra szerint: /elfl,e2f2,e3f3 e
lek hia.nyoznak a gr:.l.fbol' a tobbi el megvan/ 

<21 o- - - - - - - 0 f1 

e'lu....------>J+l. 

Teki.rttsUk az e 1 ,x,e2 ,Y:e
3
,z kort, ahol X E. e1 f\ e 2 A r3 , 

Y€e 2 f"\e
3

f\fl es ZE:e 3 (\e 1 r\f2 • x,Y,Z pontok kivalaszt

hatok igy, hiszen H Helly tul~1jdons6.gu. A kiv.slasztott 

pontok mind klilonbi5zok, hiszen, hn pl. X=Y akkor X€ e 1 

es X € f 1 , ami nyilv:l.n lehetetlen, hi_szen e1 es f 1 disz

junktak. Ezen k~r egyik 6le sem tartalmazza X,Y,Z minde

gyiket: Yr/: e 1 , Z ie2 es x¢e
3 

• Az ellentmond:l.s a lernmat 

bizonyitja.D 
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17;T6tel bizonyit6sa: H' ~leinek sz~m6ra vonatkoz6 induk

cioval bizonyitunk. I~egyenek H1 , •• ,Ht·dtszjunkt Helly tn

lajdonsc.igu hipergr.3.fok. es H' az c5sszeglik egy reszhiper

grafja. TegyUk fel, 11ogy igaz a tetel, ha H'-nak k-nal 

kevese bb ele van' es legyenf~/H' ;\=k. Legyen e £ E/H' I es 
• 

t 
e= 0 e. ahol e. E E/IL I. H' -e hipergra_fnak indukci6s fe 1-

i.'"'" 1 1 1 

tev~s-szer~nt ·van t pontu lefog6halmaza, x1 , •• ,xt, olyan, 

hogy x1E'V/H1/. Feltehet6, hogy minden x1-hez van olyan 

ele H'-e -nek, melyet csak x1 fog le - ellenkez6 esetben 

x1 csucsot hagyjuk el es helyette vegyUnk ·tetsz6leges csu-
\ 

csot e1 -b61, igy ll'-nek a kiv6nt lefog6hnlmaz~t kapjuk. 

Rendeljlik a csak x1-ben lef?gott H'-e -beli elek H1-~e 

es6 komponenseit x1-hez, ez legyen F1 r~szhipergr~fja Hi

nek~ H'-e esetleges marad~k jleinek komponenseit osszuk 

be tetsz6legesen klil5nb~z6 F1-kbe. Ilym6don egy-egy er-
- t 

telmli megfeleltet~sL.ink van·H'-e ~lei ~s 0 F. k~z~tt. 
l.~t 1 

Ha valamely i-re e1 metszi F1 minden ~iet, akkor 

H1 Helly tulajdons1ga miat~ F1 u {e1\ -nek van koz~s pont

ja, ezzel x1-t kicser~lve H'-nek a· kiv6nt lefog6halmaz~t 

kapjuk. Ellenkez5 esetben ~inden e
1
.-hez van olyan f.~-F. 

1 1 

ho.o:y e. ()f.= rl • Ezekhez az az f. elekhez turtozo 1-I'-e-....., 1 1 'P - 1 ' 

beli elek halmaza legyen:_E'. IE'\ = t, ezert az E' ·~ e 

elhalmaz t+l elemli. Feltetel szerint ezen c~lhalmaznnk ve1n 

kozos pontja, ez azonban lehetetlen, mert e. nf. =0 az i. 
1 1. 

kornponensben. o-IJ 

lB.T~tel bizonyit~sa: G k~t szinnel szinezett.teljes gri

fot defini~ljuk a k~vetkez6 m6don: pontjai ~gy u soru es 

u oszlopu matrix elemei, ~s tu)t pont kozotti el piros, ha 
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a ket. po.nt nines egy sorban, kek, ha a ket pont nines egy 

oszlopban. Ilymodon egy el tobb szint is kaphat. Legyen 

Gp es Gk a piros ill. kek elek al tal meghat.:irozott graf. 

Gp es Gk perfekt gr.6.fok /lege-gyszerUbb mc5don ugy lnthato 

ez, hogy komplementerilk perfekt cf. ( 13) I ezert maxirnqlis 

teljes grafjaikbol kepzett hipergraf dualisa normalis tiJ1. 
Ezen hipergrafok osszeget nezve Y=l, hiszen G-ben bar-

,mely ket pont kozott van piros vogy kek el. Masreszt .T:?u 

az osszegre, hiszen G csucsai nem fedhet5k le u-nal keve-

sebb egyszinU teljes r~szgr~ffal, tekintve, hogy egy egy

szinii teljes reszgr.1_fnak legfeljebb u pontja van •. rr:o 
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5. Nem csokkentheto lefogohalmaz?k SZ~lar61. 

Vizsgaljuk meg, ho&y egy hipergrafnak h~ny, legfel

jebb k elemU lefog6halmaza lehet, pontosabban, h6gy milyen 

fels5· becsl~s adhat6 erre, mely csak k-t61 ~s a hipergr~f 

·rangj6t61 fligg. A k~rd~s csak olyan lefog6halm~zokra ~rde

. kes, melyek nem cs~kkenthet6k, azaz melyekb5~ tetsz5le~es 

pontot. elhagyva mar nem kapunk lefog6halmazt. Nevez~Uk az 

ilyen nem csokkenthet6 lefog6halmazokat minimalisnak. 

20.Tetel: Egy ~ rangu H hipergrafban legfeljebb rk mini

malls' k-nal nem nagyobb elemsz{unu lefog6halmaz lehet. 

A t~telt k=T/H/ ra alkalmazva ad6dik: 

l.Kovetkezmeny: Egy r rangu H hipergrafban legfeljebb rT/H/ 

szamu. 'j /H/ elemli lefog6halmaz lehet. 

2.Kovet~ezmeny: I [13},53.oldal 2.t~tel/ r ra~gu Y~kriti

ku~ H hipergrafban legf'eljebb I Yr/r el· lehet. /Egy hi

pe'rgraf '{ -kri tikus, ha barmely el~t barmely _PO?tj aval 

csokkentve '( megn5. I 

Bizonyitas: tekintslik azt a H' hipergrafot, melynek pont

jai H pontjai, elei pedig H-bo.l vett Y sz~'lmu el egyesi te

sekent irhatok. H' rangja legfelj ebb Y r es H minden ele· 

egy minim.:llis, legfelj ebb r elemli .lefog6halmaz. /A minimtJ.

lit6s H Y -kritikuss4gab61 kovetkezik./ A 20. tetelt al

kalmazva a kovetkezmenyt kapjuk.D 

20.Tetel bizonyitasa: k szerinti indukci6. k=l-re a tetel 
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igaz. Legyen k > 1 es vfl.1essZLlk kt H tetsz61eges e e16t. 

H-nak minden minimalis lefogc5halmaza metszi e-t es e ef..::y 

x pontj~t 1egfeljebb rk-1 ilyen lefog6ha1maz metszheti, 

hiszen egy ilyen T lefogohalmaz eseten T-tx) lefog6hal

maza H-x ~n~k, meg pedig minim~lis es legfeljebb k-1 ele

mU. Miut~n e-nek legfe1jebb ~ eleme van, ezert r•rk-l=rk 

lefogohalmaz lehet legfe1jebb. ODD 



-59~ 

6. Fogalmak, jelolesek. 

Ebben a fejezetben felsoroljuk a legfontosabb fo

galmakat es jeloleseket. 

Hipergrafnak nevezUnk egy H=/V/H/,E/H// part~ ahol 

V/H/ egy veges holmaz, E/H/ pedig V/H/ reszha.lmaz~:iinak egy 

veges rendszere. Hends~ert mundtunk halmaz helyett, mert 

egy reszhalmaz tobbszor is szerepelhet E/H/-ban. Ha minden 

reszhalmaz legfeljebb egyszer szerepel E/H/-bon, akkor ~ 

szerU hipergr6.fr61 heszellink. V/H/ halmazt H csucsainak, 

·vagy pontjoinak, E/H/-t pedig H eleinek-mondjuk. 

Mindig feltetelezzlik, hogy egy hipergraf eleinek 

egyesitese a csucsok halmaza. 

H' hipergr4fot H reszhipergrafj6nak nevezzlik, ha 

H' elei H elei .kozlil valok es H' pontjait H' eleinek egye· 

sitese adja. H' hipergrdfot B hipergraf alhipergr4fj6nak 

nevezzUk, ha pontjai V/H/ egy reszhalmaza, ·elei pedig H 

eleinek ezzel a reszhalmazzal ~~16 met~zetei. 

Egy hipergr6.f rangj~ egy. maximf1lis so k csucsbol ,9.1-
,. ' 

lo elemszama. Egy csucs foka a csucsra illeszkedo,elek 

szama. Ket hipergraf izomorf, ha cstlcsailc kozott egy-egy 

ertelmU 6ltart6 megfeleltete~ ietesithet6. g hosszus6gu 

ltmcnak nevezzlik az x1 ,E1 ,x2 ,E2 , •• ,xq,Eq'xq+l sorozatot, 

ahol x1-k klilonboz6 ccuceok, E1-k kUlonboz5 elek es 

xk,~k+l € Ek k=l,2, •• ,q eset~~. Ha xq+l=x1 , akkor q 
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hosszusagu korrol beszellink •. 

Egy hipergraf osszefi..tggo, ha barmely ket kUlonboz6 

pontja lanccal osszekothet6. KonnyU igazolni, hogy minden 

hipergr~f egyertelmli~n felbonthat6 osszefliggo komponensek-

H=/V,E/ hipergr~f du6lis hipergr~fja, H' a kovetke

z5: H' elei H csucsainak, Hf e~ucsai H ~leinek telelnek meg 

es H~-ben csucs elre /el csucsra/ pontosan akkor illeszke

dik, ha H-ban a megfelelo el csucsra /csucs elre/ illesz-

kedik. 

Egy hipergrc:if uniform, ha minden ele ug,.ranannyi 

csucsb61 ~11. Egy hipergraf s osztalyu, ha csucsai s disz

jUJ:}kt nem Ures osztc.1lyban vannak es minden ele minden osz

talybol egyetlen pontot tartalmaz. Teljes s oszt~lyu hiper

grr1f az, mely s osztalyu es minden lehetseges el egyszeres 

.· multiplicitassal benne van. K~ jeloli a teljes n csucsu 

r rangu uniform hipergrafot, melynek elei n csucs O$SZes· 

r elemli reszhalmazaib61 a.llnal{. Mindig f'el tessztik, hogy 

r ~n. 

yk -val jeloljlik egy hipergr~f azon reszhipereraf

j .9.nak maxim:llis elems zam::it, me lyben minden csucsra legfel.,... 

. jebb k el illeszkedik e reszhipergrafbol. ,..k-val jelol

jlik azon csucsrendszer minimilis elemsz~m1t, melyre min-

den el leg:al.ipb k szfU11u csucsot tartnlmaz · ezen csuc~3rend

szerb61. EGY csucs tobbszor is kiv:l.laszthntc5. "(1 es r 1 

helyett a '{ es T jelolest szolc!lsos haszn.:".lni. "<a 

fUr::p:etlen elek maxirn1lis s~~6.ma, T ped.ig az ~~leket lefogo 

I csucsok: minirn 1'lis sz6ma. i\ltal:iban, ha egy elhalmaz p6.-
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ronk~nt ~mg~junkt ~lekb61 411, akkor fliggetlen ~lekr61 

bes~~lUnk, ~s egy csucshalmazt lefog6halmaznak nevezUnk, 

ha minden ~1 tartalmaz legal1bb ~gy csucsot e halmazb61. 

Megjec;yezzlik, hog.y "'( -nek es 1 ..... -nak a du6.lis hipergrafon 

. cA. /eros stabiii t.3.si /sz:5m/ es 9 /fedesi szam/ felel meg. 

H hipergraf 6lgr~fj~nak, vagy line~grafjanak ne

vezzlik, es L/H/-val jeloljlik azt azt a grafot, melynek csu

csai H ele-inek felelnek meg ~s ket csucs po.ntosan akkor van 

~sszek~tve 1/H/-ban, ha a megfelel6 H-beli ~leknek van ko4 

z~s pontjuk. 

Ha H egy hipergraf es _x E V /H/, akkor X elhagyasat 

V/H/-b61 es minden x-et tartalmaz6 elb51 X lev~g~sanak ne

vezzlik. Ha x-et elhagyjuk V/H/-b61 es E/H/-b61 elhagyjuk 

az ~SSZ8S x-et t~rtalmaz6 elt, akkor X elhagy5sir61 be~ 

szelUnk. Ezt a miiveletet I-I-x -el jeloljlik. 

Egy hipergr:lf Helly tulajdonsagu, ha barmely resz

hipergrafjara 'f =1 -b61 't'=l k~vetkezik. Egy :hipergraf 

normalis, ha barmely reszhipergrafj ara "'I = r'. Egy hi per~. 

' graf -kieg;yensulyozott, vagy balanced, ha barmely paratlan 

k~reben van olyan el melya k~r legal.3.bb harom pontjat tar-· 

tal~azza. Ismeretes, hogy balanced hipergraf riorm~lis es 

normalis hipergra.f trivia.lisan Helly tulajdons3gu. 

sz~gletes zar6jel egesz reszt jelol, ~ -al a jobb

sark~ban fels6 eg~sz r~szt. 
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