Gyarfds Andrds, Hrask6 Andrds

Teljes grafok felbontdsair6l

Teljes grafnak neveziink egy n elem( halmazt (pontok halma-
‘Zé) kiilonboz6 elemeibdl képzett parjaival (élek halmaza). A ponto-
jcat altaldban {1,2,...,n} = [n] jeloli, az éleket i és a teljes grfra
2 K, jelolés szokdsos. Tehat Kyn-nek (3) = nn=D) gle van. Eb-
ben a cikkben teljes grdfok felbontdsaival kapcsolatos eredménye-
ket mutatok be, lehetSleg érdekes €s méshol is hasznosithaté bizo-
nyitésokkal, Felbontdson azt értjik, hogy K, teljes gréfot elgallit-
juk olyan részgrafok egyesitéseként, amelyeknek nincs kozds éliik.
Bgy hires példa K7 felbontdsa hét K3-ra (Fano-sik) ami lényegé-
ben egyértelmi és az {1,2,4} egész eltoldsaival kaphaté mod 7
aritmetikdval szamolva.

A sakkot ketten, az ultit hdrman, a bridzset négyen jétsszék.
Gréfok felbontdsa helyett jatszhatunk is. ..

1. Programok egy hétre

Sokszor szemléletesebb pontok helyett emberekrdl besz€lni, az
el6z6 allitds példaul azt mondja, hogy hét jatékos hét ultipartit szer-
vezhet hét napra gy, hogy barmely két jatékos pontosan egyszer
jatszik egyiitt.

1. 4bra. Ultipartik a Fano-sik alapjan: a hét jatékos a hét pont, a hét parti
a hét, egy vonalra (szakaszra, ill. korre) es6 ponthdrmas

Hétfén jatszik 1,2,4, kedden 2,3, 5, és igy tovdbb, vasdrnap
0,1,3. Minden nap hdrman jatszanak, a tobbiek szabadok.
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2. dbra. Ultipartik mod 7 aritmetikdban: a hét jat€kos a hét szdm, a hé;
parti az {1, 2, 4} hdrmas és annak eltoltjai mod 7

1. feladat. Bizonyitsilk be, hogy 15 jatékosnak is lehet hét
napra ultipartikat szervezni gy, hogy barmely két jatékos pontosan
egyszer jatsszon egyiitt!

Ehhez 6t asztal kell (hdrom-hdrom székkel), minden nap min-
denki jatszik. Nem egyszeri megszetvezni az iiltetést... Persze
konny( elkezdeni, az els6 asztal beosztédsa hét napra‘lehet 1,2, 3:
1,4,5; 1,6,7; ...; 1,14,15. Proébédljuk megtervezni a masik négy
asztal beosztdsat is! Ezt a problémét Kirkman tiszteletes tlizte ki
1847-ben egy angol magazinban ~ persze nem ultirél sz6lt, hanem
15 iskolasledny sétdjardl hét napon harmas sorokban. . .

Egy konnyebb probléma:
2. feladat. Készitsiik el 8 bridzsez iiltetési tervét hét napra két

asztalhoz (négy-négy székkel) tigy, hogy barmely hdrom pontosan
egyszer {iljon kozos asztalnal!

Végiil a legkonnyebb:

3. feladat. Készitsiik el 8 sakkozé iiltetési tervét hét nap-
ra négy asztalhoz (két-két székkel) tgy, hogy barmely kettd
pontosan egyszer iiljon kozos asztalndl. Erre hamarosan latunk
megoldédsokat. . .

2. Felbontés faktorokra

Tegyiik fel, hogy n péros, nevezzik faktornak az m /2 péron-
ként kozos pont nélkiili élb6l 4ll6 grafot. Taldn a legrégebben is-
mert felbontdsi tétel a kdvetkez6.
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1. tétel. Minden pdros n esetén Ky, felbonthat n— 1 faktorra.

A tétel egy gyakorlati alkalmazasa, hogy pdros n esetén kor-
érk6zés szervezhet® n jétékos szdmdra n—1 forduléban tgy, hogy
denki mindenkivel pontosan egyszer jétszik. A felbontés fakto-
a forduldk par051tasat Jelenuk A tétel legegyszerlibb bizonyita-
a kévetkezé: z = 1, 2 ,n — 1 esetén az ’L—Cdlk faktor alljon az

= 3, gbra. Kormérk6zéses bajnoksadg 8 csapat kozott. Az s-edik forduld
S (1=1,2,3,4,5,6 és 7) mérk6zései mod 7 értve: (0,4), (0 — 1,2+ 1),
(6 —2,5+2)és (i —3,i+3)

~ Nem is olyan konnyfi ettdl kiilonb6z6 megolddsokat taldlni,
melyek minden pdros n-re mikodnek. .. Ha n = 2%, akkor egy
‘mésik szellemes megolddst kaphatunk gy, hogy a pontokat bina-
ris formdban irjuk (k hosszisdgd 0 — 1 vektorként) és két pont ko-
zotti élt pontosan akkor tessziik ugyanabba a faktorba, ha a pontok
koordinatdnként vett mod 2 §sszegvektora ugyanaz.

A két megoldds kozti alapvetd kiilonbséget j6l megfigyelhet-
Jjik n = 8 esetén: az els6nél barmely két faktor egyesitése nyolc-
‘ponti kort alkot, a méasodiknél ez nem igaz.

Az 1. tételt mar a tizenkilencedik szdzadban ismerték, de ké-
‘zenfekv§ dltalanositasdt csak 1975-ben bizonyitotta Baranyai Zsolt.
A Baranyai-tételben K, helyett K] szerepel, ami n pont osszes
elemii részhalmazét jelenti, a faktor pedig paronként diszjunkt r
elem( halmazokat jelent.

43

Példdul n = 16, = 4 esetén a , Baranyai-faktorizaci6” azt je-
lenti, hogy 16 elem négyesei (T) 6= (15) 455 csoportba
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4. dbra. Kormérk6zéses bajnoksdg 8 csapat kozott. Ha i = ABC,, akkor
az i-edik forduldban abc, azzal az a'b'c) csapattal jatszik, amelyikre
a+a' =A,b+b =B, c+d =C (mod 2)

oszthatdk, minden csoportban négy diszjunkt négyessel. Tehdt 16
bridzseld négy asztalnél 455 napig jatszhat gy, hogy barmely négy
pontosan egyszer il kozos asztalndl. Ha csak azt akarjuk, hogy bér-
mely két jatékos pontosan egyszer iiljon kozos asztalnal, akkor 5
nap is elég — ezt taglalja Montdgh Baldzs cikke — bridzsezdk he-
lyett motorversenyzokkel. . .

2. tétel. Han oszthatd r-rel, akkor KT, felbonthatd (:f:ll) fak-
torra.

A faktorok szdma abbdl adédik, hogy osszesen (7) darab r-

elem( részhalmaz van, egy faktoron beliil pedig 2, és (7) : 2 =

= (Z:%) A tétel az r = 2 specialis esetben az 1. tételt adja. Viszont
(ellentétben az 1. tétellel) algebrai jellegli bizonyitdsa nem ismere-
tes. A 2. tétel bizonyitdsdnak hatterében hélézati folyamok éllnak,
de elég egy onmagaban is igen érdekes specidlis eset a bizonyitds-
hoz, nevezetesen Baranyai kerekitési lemmdja.

1. lemma. Tegyiik fel, hogy egy A madtrix sor és oszlopdssze-
gel egész szamok. Ekkor a mitrix elemei kicserélhetck also vagy
felsé egész részeikkel tigy, hogy olyan B madtrixot kapunk, mely-
nek sor és oszlopésszegel ugyanazok mint az A matrixé.

Bizonyitds. Az A métrix egy elemét nevezziik rossz elemnek, ha
nem egész. Ha A-ban nincs rossz elem, akkor A = B mdris meg-
felel. Egyébként a kdvetkez$ algoritmus csokkenti a rossz elemek
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<zamAt a sor €s oszlopOsszegek és az egész részek viltoztatdsa nél-
kiil. Valasszunk egy 7 rossz elemet, ennek sordban van egy masik
rossz elem is, 72, mivel a sordsszeg egész. Ezutdn 7y oszlopdban
valaszthatunk egy r3 rossz elemet, majd r3 sordban egy 74 rossz
clemet. . . Az eljdrds sordn el&bb utébb visszajutunk ugyanahhoz az
clemhez (nem feltétleniil r1-hez). Mindenesetre kapunk péros szd-
mi rossz elemet melyek kozott a ciklikusan egymdsra kévetkezSk
felvaltva ugyanabban a sorban, illetve oszlopban vannak. Nevez-
ziik ezt 10ss2 kornek. A rossz kor minden egyes elemének tekintsiik
az alsé és fels6 egész részétdl vett tdvolsag kisebbikét (egyenldség
esetén valamelyiket) aztdn ezen tdvolsdgok legkisebbikét a rossz
koron jeloljik e-nal. Nyilvanvald, hogy a rossz kér elemeihez vil-
takozva €-t hozzdadva, illetve kivonva a métrix sor és oszlopdssze-
gei és az elemek egész részei nem viltoznak, viszont legaldbb egy
rossz elem megsziinik.

A fenti algoritmust elég sokszor alkalmazva kapjuk a kivant
B matrixot.

Igen meglepd, hogy az el6bbi lemman alapszik a 2. tétel bi-
zonyitésa, mégpedig indukciéval. A bizonyitds annyiban triikkos,
hogy a 2. tételnél latszdlag erSsebb tételt lehet indukciéval bizo-
pyitani. Vezessiink be néhdny jelolést. Legyen n és r a 2. tétel
szerint, M = ( ) (a faktorok szdma) és m := n/r (az r-clemi
halmazok szdma a faktorokban). Haszndlni fogjuk a [£] jelolést az
{1,2,...,k} halmazra, [0] az lires halmaz — azaz (.

K7, egy faktora a csicsok [n] halmazdt m darab diszjunkt
r elemfl részhalmazra bontja. Tekintsiik [n] egy tetszleges [k]
(0 > k > n) részhalmazat. A faktor tagjainak [k]-val valé metszetei
egymdastol diszjunktak és unidjuk [£], azaz [k] egy m részhalmaz-
ra valé felbontdsat, dgynevezett m-particigjat adjik. Mig a faktor
minden tagjdnak elemszdma 7, addig a partici6 tagjai nem feltétle-
niil azonos elemszdmuak.

Példa: n = 6,7 =2,k =2 ekkor m = 3. K], egy faktora a
{{s,6}, {1,3}, {2,4}}
halmazrendszer. Ennek [k] = [2]-vel vett metszetei

{8, {1}, {2}}.

Az ‘ .
{{s,6}, {3,4}, {1,2}}
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faktorbdl pedig [2]-nek a

{0, 0, 21}
3-partici6jat kapjuk.
Ha K7 -t felbontottuk M faktorra, akkor azok mindegyikéhg)
kaphatunk egy m particiét [k]-ra. [k] egy S részhalmaza (9] <
< r) annyiszor szerepel, ahdnyféleképpen a kimaradt k + 1, .. 7

elemekbdl kivélaszthat6 7 —| S| darab. Ezért a 2. tételbsl kovetkezik
az alabbi 4llitas. -

2.% tétel. Legyen r osztdja n-nek. Ekkor barmely 0 < k < p,
esetén van M darab olyan m-particidja [k]-nak amelyben minden

S C [k pontosan (7g)) szdmii particiéban fordul el6.

Az el6z6 példdban M = 5. Az els6 négy particié lehet

{0, {1}, {2}},

az Otodik pedig
{o, 0, 2.

A 2* tétel k = n esetén triikkosen adja a 2. tételt: barmely
S C [k] pontosan (T_OI Sl) particiéban fordul el6. Ez a szdm azon-

ban csak |S| = r esetén nem nulla (ekkor 1) ami pontosan azt je-
lenti, hogy csak az 7 elem{i halmazok szerepelnek a partici6kban
és mindegyik pontosan egyben. ‘ )

A 2* tétel el6nye, hogy k szerinti indukciéval bizonyithatjuk.
Ha k = 0, akkor az M particié mindegyike csupa lires halmazbdl
allhat. Tegyiik fel, hogy valamely k& < n-re megvannak az Ay, ...,
Aps m-particiék. Most mindegyik particid egy és csak egy halma-
zét ki kell b&viteniink a k£ + 1 elemmel tigy, hogy barmely S C [k]
halmaznak ("75,) példanyét bovitsiik, ("} f5") példanyét pedig
ne bovitsiik ki k£ + 1-gyel. Els6 1épésben bizzuk a valasztast a vé-

letlenre! Az S halmazt (rn:].gl_—ll)/ (T"_—IE!) = Lni_l%l val6szintiséggel
kell kibSviteni. A véletlent Baranyai kerekitési médszerével kiiszo-
boljiik ki. .

Trjuk ezeket a kibGvitési valészintiségeket egy M x 2F-as A
mitrixba! A oszlopai [k] részhalmazainak felenek meg, a sorok pe-
dig a partici6knak (ldsd a példat a kovetkezS oldalon). Az A madt-
rix A; sordban és S C [k] oszlopédban 4116 elem tehdt O lesz, ha S
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em szerepel A;-ben, ha pedig szerepel, akkor értéke = - kl, illetve

iaz iires halmaz esetén, amely tobbszor is szerepelhet ugyanabban a
Pamcxoban, ez az érték ¢ - ——¢, ahol ¢ jel6li az iires halmaz mul-

"uphcnasat A;-ben.

~ Frdemes ellendrizni, hogy a példa esetén az A matrix elsd
négy sora [1/2,1/4,1/4,0] és az 6todik sora [1,0,0,0] ha az els§
oszlop az iires halmaznak, a negyedik oszlop meg [2] {1,2}-nek
felel meg.

Nem nehéz belatni, hogy az A matrix minden sordsszege 1 és

az S-hez tartozé (S C [k]) oszlopdsszeg (TH—_IIST—II)

Ezutdn a kerekitd lemmat alkalmazzuk az A métrixra ami adja
a B mitrixot. A B mitrix A;-hez tartozé sordban egyetlen egyes
van, ennek oszlopa egy S; € A; blokkot definial.

Példankban:

0 {1} {2} {12} o {1} {23 {1,2}

0,{13,{2} 3 +—3% O 7o 1 o
_ P ,
o.{13,{2} 3 i—z O (%— ! 0> 0
6L {2) 3 §—F 0 T j_0 _j o
| |

0.{11{2} 3 31—z O L
0,0,{1,2} 1 0 0 0 1 0 0 0
0,{1,{22 0 0 1 0 0 0 1 0
g,{1},{2y 0 1 0 0 =1 0 o0

6,{11,{2y 1 0 0 O ‘_(

-
o
N———
o
<

0,{13,{2 1 0 0 0

pol—
|
DI
o
o)

0,0,{1,2y 1t 0 0 O

—
<
o
o
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Ezutan definidlunk 4j m-particiokat [k +1]-en tgy, hogy (mjy.
den i-re) A;-ben S;-t kxcsereljuk Si U{k +1}-re, A; t6bbi blokkjs
véltozatlanul hagyva. Az uj particik kielégitik a 2* tételt k + 1.

gyel, ennek ellendrzését is az olvaséra bizzuk. Péld4nkban 2 3]
halmaz megfelel6 particiéi:

0, {1}, {23k
6, {13} {2k
{35, {1, {2k
{35 {11 {2k
{35, 0, {1,2}.

3. Felbontés teljes részgrafokra

Egy teljes graf trividlisan felbonthaté egyetlen teljes grafra. A
De Bruijn—-Erd&s tétel azt mutatja, hogy nem trividlis felbontashoz
mér sokkal tobb teljes részgraf kell.

3. tétel. Ha K, éleitm > 1 teljes részgrdfra bontjuk fel, akkor
m>n.

Egy tomor bizonyitds Conwayt6l: legyenek a felbontdsban
szerepld teljes részgrafok ponthalmazaj Ap, Ay, ... Am és tegyik
fel, hogy n > m. Jeloljiik d(i)-vel az ¢ pontot tartalmazo A; halma-
zok szamit. Konny( l4tni, hogy tetszdleges i ¢ A; eseten a@) >
> |A;|. Bz és az n > m egyenltlenség adja, hogy nm — nd(i) <
< nm —m|A;|, azaz

LIS 1 ‘
n(m — d(1)) — m(n — |4;])

)

Csak éppen az nem latszik, mire is j6 ez. Arra, hogy 6sszeadva ket
minden 1 ¢ A; pérra kapjuk

;El n(m - d(l)) - le ¢ZA m(n — IA D’

de mindkét oldal értéke 1! Ugyanis a bels6 Osszegek azonos
mennyiségeket adnak 6ssze, a baloldalon m — d(2)-szer, a jobbolda-
lon n—|A;|-szer. Ezért az (1) egyenlStlenség valéjdban egyenlSség,
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emiatt az n > (és mellesleg minden d(z) > |A;]) egyenlség kell
;légyen.
4. Feladat. Lassuk be, hogy a 3. tételben egyenl6ség (m = n)
ésgk két esetben lehet:
1. A felbontds egy fix pontot tartalmaz6 parokbél és a fix pontot
elkeriilé n — 1-elem@ halmazb6l all
2. Valamely ¢ > 1 egészre n = q + g + 1, a felbontdsban min-
den' A; halmaz g + 1 elemii, minden pontot ¢ + 1 halmaz tartalmaz,
parmely két kiilénboz6 halmaz metszi egymadst (¢g-rend véges pro-
jektiv sik).

A 3. téte]l kovetkez§ 4ltaldnositdsat Fisher-egyenl6tlenségnek
nevezik.

4, tétel. Ha K, éleit m teljes részgrdfra bontjuk fel igy, hogy
minden €It pontosan \-szor fedlink és egyik fedd részgraf sem maga
Ky, akkorm > n.

Ennek a tételnek csak linedris algebrat hasznalo bizonyitdsai
ismeretesek. Miel6tt ratérnénk a bizonyitésra tisztdzzuk az ahhoz
sziikséges alapvets fogalmakat és tételt.

Ha adottak az z;, z,, £3 vektorok, akkor kérdezhetjiik, hogy
vannak-e olyan «, o, a3, szdmok, amelyek koziil nem mindegyik
0, és teljesiil a

2 Q- Zyton Typtaz-z3=0
1 2 3 3

linedris Osszefiiggés. Ha vannak ilyen szdmok, akkor vektorainkat
linedrisan Osszefiiggbnek nevezziik. Ha a (2) 6sszefiiggés csak ab-
ban az esetben teljesiil, amikor o; = ap = a3 = 0, akkor a vektorok
linedrisan fiiggetlenek.

Ha zy, z,, 23 a sik hdrom vektora, akkor mindenképpen li-
nedrisan OsszefiiggGek (ldsd az 4brdt). Ha viszont zq, z,, 23 a tér
hirom nem egy sikba ess vektora, akkor linedrisan fiiggetlenek.

&

£1 az!z

X
Q.
I} BEJ 0‘13_‘1

Ezek a fogalmak 4ltaldnosithaték: engedjiik meg, hogy az z;,

.., &, vektoroknak m koordindtdja legyen. Ebben az altaldnos
esetben is igaz, hogy az z;, ..., z,, vektorok csak akkor lehet-
nek linedrisan fliggetlenek, ha n < m. Ha ugyanis m > n, akkor a
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2 ieq 0 -z; = 0 Osszefiiggést koordinaténként felirva egy olyan he.

mogén linedris egyenletrendszert kapunk az «; véltozékra, amely-

ben t0bb az ismeretlen, mint az egyenlet, igy biztosan van a trivigfjg

a1 = ...=am =0 megoldastdl kilonbozd megoldasa is.
Visszatériink a 4. tétel igazolasihoz.

A 3. tétel jeldléseit haszndlva feltehetjiik, hogy minden -re
(1 €1 < n)d@) = A+, ahol y; > 0. A-ndl kevesebb részgrsf
ugyanis nem tudja A-szor lefedni az i-edik csicsbél kiindulé éleket:
A részgraf még éppen elegend6 lenne, ha mindegyik tartalmazng az’
i-edik csicsbél indulé Osszes €lt, azaz ha mindegyik a teljes K,
graf lenne. Definidljunk minden 7 ponthoz egy m komponens( z .
vektort, melyben a j-edik koordinita aszerint 1 vagy 0, hogy az - ;
pont benne van e A;-ben. Azt dllitjuk, hogy vektoraink linedrisan
fiiggetlenek, amibdl kovetkezik a tétel.

Bizonyitsunk indirekten! Tegyiik fel, hogy valés c; szdmokka]
n

teljesiil > a;z,; = 0. Képezziik az egyenlet mindkét oldaldnak ;-
i=1

vel vett skaldris szorzatdt. Megfigyelve, hogy z;z; = Ahai=j &

z;x; = A+ hai=j, azt kapjuk, hogy minden j-re

Ha egyenleteinket dsszeadjuk, azt kapjuk, hogy

(1 n

Xn:aj=—)\ Z——I— a;
P %) =

7=1 J=

n
ami csak Y «; = 0 esetén teljesiilhet. Korabbi egyenletiinkb&l ko-
1=1
vetkezik, hogy ilyenkor mindegyik o egyiitthaté zérus, azaz vek-
toraink linearisan fiiggetlenek.
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4. Felbontas teljes paros részgrafokra

1 Teljes paros grafnak nevezziik azokat a grafokat melyeknek
. sonthalmaza két diszjunkt halmaz, A, B egyesitése és élei azon pa-
* ok, melyeknek egyik pontja A-ban mésik pontja B-ben van. Jelol-
jitk [A, Bl-vel a teljes péros gréfot.

5. tétel. Ha Ky, éleit m teljes pdros részgrdfra bontjuk fel, ak-
jorm2>n—L

Erre a tételre is csak linedris algebrat hasznalé bizonyitdsok is-
meretesek. Taldn a kdvetkezd bizonyitéds a legfrappdnsabb, ez Tver-
bergt6l szdrmazik. Legyenek [A;, B;] a felbontdsban szerepld tel-
jes péros grafok, ¢ = 1,2,...,m és legyenek z1,23,...,2n a Kp,
pontjaihoz rendelt val6s valtozék. Ekkor a kdvetkez§ azonossdg tel-
jestil:

m

RN

i=1 JEA; JEB;
- ¥ a3 () -54)
1<i<j<n =1 =1 )

Tekintsiik a kdvetkezd m+1 egyenletb6l 4ll6 homogén linedris
egyenletrendszert: 3 ;4. ¢ =0aholi=1,2,...,més Y=
= (. Ennek nem létezhet nem trividlis megoldésa, mert a megoldast
behelyettesitve az azonossdgba a baloldalon nullit, a jobboldalon
negativ szdmot kapnank. Ez azt jelenti, hogy a valtozék szdma nem
nagyobb az egyenletek szdméndl, azaz n <'m + 1.

Az 5. tétel héttere egy kédelméleti kérdés. A kdédelmélet-
ben két m hossziisdgi O — 1 sorozat Hamming tavolsdgdnak ne-
vezik azon koordindtdk szamdt amelyben a két sorozat kiilonbo-
zik. Ennek egy altaldnositdsdt Pierce vetette fel a 1972-ben. Te-
kintsiink m hossziisdgl sorozatokat, ahol 0, 1 mellett * szimb6-
lumot is hasznalhatunk, amit gyakran dzsékernek neveznek. Két
ilyen sorozat Hamming tdvolsdgédnak azon koordinatdk szdmat ne-
vezziik, ahol az egyik sorozat 0, a mdsik pedig 1. Példdul 01%10
és 101+0 Hamming-tdvolsdga 2. Ez azért hasznos, mert barmely
Osszefiiggé graf pontjaihoz hozzd lehet rendelni (valamilyen m-
re) m hosszisdgd O—1—# sorozatokat gy, hogy barmely két pont
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kozott a Hamming-tdvolsdg és a graf-tdvolsdg megegyezik. (Grif.
tdvolsdg: a két pont kozotti legrévidebb it éleinek szdma.) Prébj).
juk ezt bebizonyitani, nem nehéz! Az viszont nehéz probléma, hogy
egy adott grafhoz mi a legkisebb m, amelyre ilyen hozzdrendelgg
(kédolds) lehetséges.

Az 5. tétel azzal ekvivalens, hogy Kn teljes graf esetén lega.
1dbb n — 1 hosszisdgd 0-1-* sorozatokat kell haszndlni a hozz4-
rendeléshez (kédolashoz).

S. feladat. Bizonyitsuk be az ekvivalencidt, valamint azt s,
hogy n — 1 hosszisagi sorozatokkal meg is lehet oldani a hozzs-
rendelést, azaz az 5. tételben m = n — 1 lehetséges. (Példéul a 0,
10, 11 sorozatok jok K5 esetén.)

Az 5. tételnek irdnyitott véltozata is van, prébaljuk meg iga-
zolni, Tverberg mddszere most is segithet:

6. feladat. Mutassuk meg, hdgy a szimmetrikusan irdnyitott
Kp-et (minden él két irdnyt kap) nem lehet n-nél kevesebb irdnyi-
tott teljes paros gréafra felbontani.

Két konyvet ajanlunk az olvaséknak:

J. H. van Lint-R. M. Wilson: A course in Combinatorics, Cam-
bridge University Press.

M. Aigner-G., M. Ziegler: Proofs from the BOOK, Springer
Verlag.
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