MIIS ... EGY MAASS-FORMA?

HARCOS GERGELY

A Maass-formdk — vagy éltaldnosabban az automorf formak — harmonikus hulldmok,
amelyek specidlis szimmetridkkal rendelkeznek. A hullimok hagyomdnyosan a fizikuso-
kat érdeklik, de mivel a széban forgd szimmetridk az egész szamokbdl szdrmaznak, ezért
a Maass-formdkat elsésorban a szdmelmélészek kutatjdk. Kevésbé nyilvanvald, hogy a
Maass-formak nagyon hasznosak az egész szamok megértésében, de a matematika egyéb
teriiletein is, pl. a matematikai fizikdban. A segitségiikkel mély osszefiiggéseket sikeriilt
feltarni és nehéz kérdéseket sikeriilt megvélaszolni. A matematika tébb hires megoldat-
lan probléméja — pl. a Ramanujan—Selberg-sejtés, a Langlands-program, vagy az dltalanos
Riemann-sejtés — hozhat6 kapcsolatba a Maass-formékkal.

A Maass-formdkat Hans Maass fedezte fel 1946-ban meglehetdsen indirekt médon,
szamelméleti L-fliggvényeken keresztiil. A legegyszerlibb L-fliggvény a Riemann-féle
zeta-fliggvény, amit az 1-nél nagyobb valés részii komplex szdmokon a
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Dirichlet-sor, illetve Euler-szorzat definidl. A klasszikus gamma-fiiggvénnyel kiegészitett
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teljes zeta-fiiggvény holomorfan kiterjed a C\ {0, 1} pontozott komplex szdmsikra, ahol
kielégiti a Z(s) = Z(1 —s) fiiggvényegyenletet. Ennek a fiiggvénynek a segitségével jol
becsiilhetd a primek szdma egy adott korlatig, és az ilyen irdnyud vizsgalatok vezethették
Riemannt a hires sejtésének megfogalmazdsdhoz: ha Z(s) = 0, akkor s valds része 1/2.
Az éltaldnosabb, Un. d-ed fokd L-fiiggvények Dirichlet-sordban az egyiitthatékat nem a
konstans 1 fiiggvény adja meg, hanem egy altalanosabb multiplikativ fiiggvény; az Euler-
szorzatban a p primhez nem az 1 — p™* tényez0 tartozik, hanem a p~* egy legfeljebb d-ed
foki polinomja (amelyben az egyiitthatok csak a p-t6l fiiggnek és a konstans tag mindig
1); a teljes L-fiiggvényben szerepl extra tényezd pedig nem a m~%/?I'(s/2), hanem en-
nek d darab eltolt példanya. A fiiggvényegyenlet az N*/2Z(s) = kN('=9)/2Z(1 —5) alakot
olti, ahol |x| =1 és N egy pozitiv egész (aminek primoszt6ihoz tartoznak a d-nél kisebb
fokud Euler-tényezdk). Persze csak nagyon specidlis multiplikativ fiiggvény Dirichlet-sora
rendelkezhet ilyen szép tulajdonsagokkal, és ma mar ugy gondoljuk, hogy minden ilyen
figgvény automorf eredetd.

A primszamok finomabb eloszldsa motivalja az dltalanosabb L-fliggvények bevezetését.
PI. ha arra vagyunk kivdncsiak, hogy egy adott korldtig hdny primszdm ad 1, illetve 3 ma-
radékot 4-gyel osztva, akkor a { (s) mellett azt a Dirichlet-sort célszerd vizsgdlni, amelyben
az egylitthatok 4-esével ismétlédve rendre az 1,0, —1,0 értékek (mindkét L-fiiggvény foka
d = 1). Ily médon kideriil, hogy a kétféle maradék nagyjabdl egyenletesen oszlik el a pri-
mek kozott. Tovabbmenve, az 1 maradékot adé primszamok egyértelmien eléallnak két
négyzetszam Osszegeként, és ha arra vagyunk kivancsiak, a két négyzetszam hanyadosa az
esetek hdnyad részében esik mondjuk 0.89 és 1.07 kozé, akkor a Q(i) komplex mdsodfoki
szdmtest bizonyos Hecke L-fiiggvényeit célszeri vizsgalni (amelyek foka d = 2). Ez utéb-
bi L-figgvényeket Hecke 1936-ban az akkoriban mdr jél ismert modularis formakhoz tudta
kapcsolni: megmutatta, hogy a Dirichlet-egyiitthatok megegyeznek egy alkalmas modula-
ris forma Hecke-sajatértékeivel. Maass 10 évvel késébb felismerte, hogy hasonld leirds
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1étezik a valos masodfoku szamtestek — mint pl. a Q(\/E) — Hecke L-fiiggvényeire is, csak
az § esetiikben moduldris formdk helyett Maass-formdkat kell tekinteni.

Mi is tehdt egy Maass-forma? A Bolyai-féle hiperbolikus sikgeometria egyik ismert
modellje a komplex szamsik valds tengely feletti félsikja. Ebben a modellben az egyenesek
a val6s tengelyt merSlegesen metsz egyenesek és félkorok. Az SL(R) csoport minden
eleme meghatdroz egy irdnyitastarté egybevagdsagot az aldbbi tortlinedris hatdssal:
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Valgjaban minden irdnyitdstart6 egybevdgdsdagot megkapunk igy. Tekintsiik most az SL;(R)
egy aritmetikus részcsoportjat, példanak okdért az SL,(Z)-t. Maass-formdn (pontosabban
1 szintd és O sulyd Maass-forméan) a 7 fels§ félsik olyan korldtos (de nem konstans)
fiiggvényét értjiik, ami invaridns az SL,(Z) hatdsdra nézve, tovabba sajatfiiggvénye a
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pozitiv hiperbolikus Laplace-operatornak, tehdt kielégiti a Af = A f parciélis differenci-
dlegyenletet valamilyen A > 0 konstanssal. Mads széval a Maass-forma az SLy(Z)\.7Z
hiperbolikus feliilet korldtos (de nem konstans) Laplace-sajatfiiggvénye. Persze cseppet
sem vildgos, hogy ilyen egyadltalan 1étezik — a Maass 4ltal konkrétan megtalalt formak csak
az SLy(Z) egy véges indext kongruencia-részcsoportjéara voltak invaridnsak. Mindeneset-
re Selberg a réla elnevezett nyomformuldval 1956-ban belétta, hogy az éltalunk tekintett
Maass-formak bdségesen léteznek, és az L?(SLy(Z)\.#) Hilbert-tér egy jelentds részét,
az Un. csucsos alterét feszitik ki. A Maass-formdk Laplace-sajatértékei véges multiplicita-
suak: sorba rendezve Gket dtlagosan 12 tivolsdgra fekszenek egymdstol, és a sorozat elsd
5 tagja 5 tizedesjegyre kerekitve

A =~ 91.14135, 148.43213, 190.13155, 206.41680, 260.68741.

Selberg azt is megmutatta, hogy a csucsos altér ortogondlis kiegészit6jének minden eleme
el6all Eisenstein-sorok folytonos linedris kombindciéjaként: az Eisenstein-sorok SL(Z)-
invaridnsak és Laplace-sajatfiiggvények, de nem korlatosak.

A képet finomitjdk a Hecke-operatorok, amelyek a Laplace-operator szdmelméleti meg-
felelgi. Ezek bevezetéséhez rendeljik minden z € J# ponthoz a Z + zZ C C racsot.
Ko6nnyen meggondolhatd, hogy SL;(Z)-ekvivalens pontokhoz tartozd réacsok forgatva nydj-
tassal egymadsba vihetSk: valGjdban az SLy(Z)\ % pontjai bijekcidban éllnak a C-beli ra-
csokkal forgatva nyujtds erejéig. Tehit egy Maass-formdra tekinthetiink Ggy is, mint a
C-beli racsok halmazan értelmezett specialis fiiggvényre. Ha most n egy pozitiv egész,
akkor minden C-beli rdcsnak van )4, d darab n index( részrdcsa, amik felett dtlagolhatjuk
a Maass-format. Ez az 4tlagolds az n-hez tartozé Hecke-operator, ami egy konvenciondlis
normadldssal a felsS félsik SL,(7Z)-invaridns fiiggvényeire a kovetkezd alakot olti:
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Ehhez a csalddhoz hozzdvessziik még a T_| kiegészité Hecke-operatort is, amely az f(z)
fliggvényhez az f(—Z) fiiggvényt rendeli. A Hecke-operdtorok az L?(SLy(Z)\ ) 6nad-
jungdlt operatorai, amelyek a hiperbolikus Laplace-operdtorral és egymadssal is felcserél-
hetdk. Ez azt jelenti (egy jol ismert linedris algebrai tétel szerint), hogy a cstcsos altérnek
van olyan Maass-formakbdl 4ll6 bazisa, amelyek az 6sszes Hecke-operdtornak sajatfiigg-
vényei. Ha f egy ilyen Hecke—Maass-forma, amire 7, f = A(n) f, akkor az f-hez tarsitott
madsodfokud L-fiiggvény az 1-nél nagyobb valds részii komplex szimokon
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Tovdbbd, ha Af = (1/4+12)f és T_1f = f (a T_1f = —f eset hasonld), akkor a teljes

L-fiiggvény
e [ S s—it
A=t (SH) (S50 ) 2,

ami kiterjed holomorf egészfiiggvénnyé és kielégiti a A(s, f) = A(1 —s, f) fiiggvényegyen-
letet. Tehat L(s, f) és A(s, f) nagyon hasonlit a Riemann-zetdbdl szdrmaztatott § (s +
it)§ (s —it) és Z(s+it)Z(s — it) szorzatokra. Val6jaban (s + it){ (s — i) nem mds, mint
az 1/4 4 t? Laplace-sajatértékii Eisenstein-sorhoz a fenti médon térsitott L-fiiggvény!

Amennyire tudjuk, az L(s, f) Dirichlet-sordnak egyiitthat6i — tehdt a Hecke-operatorok
sajatértékei az f Maass-forman — transzcendens szamok (ellentétben a kordbban felfedezett
L-fiiggvényekkel), de a Riemann-sejtés itt is igaznak tlinik: ha A(s, f) = 0, akkor s valds
része 1/2. J6 okunk van tehét feltételezni, hogy a Riemann-sejtés maga is automorf termé-
szetli. Annyit mar most bizonyosan tudunk, hogy az automorf L-fiiggvényeket egyiittesen,
csaladokban tudjuk hatékonyan vizsgalni, felhaszndlva azok kozos eredetét.

Végezetiil nézziink meg néhdny Maass-formdt ,,a valsagban”. Az aldbbi dbrakat' Fred-
rik Stromberg készitette, és az 6 engedélyével kozoljik. Mindegyik dbrdn egy Maass-
forma abszoldt értékének eloszldsa lathaté a {z € 7 : |Rez| < 1/2, |z| > 1} halmazra
megszoritva (pontosabban annak az Imz < 2 feltétellel megadott kompakt részére), ami
az SL,(Z)-re nézve egy fundamentdlis tartomdny. A Maass-formédk valds értékiiek, mert
a T_; operdtornak sajatfiiggvényei, és ugyanez okozza az abrdk bal-jobb szimmetridjat.
Mint egy h6térképen, a sotétkék szin jelzi a kis értékeket, a voros pedig a nagyokat.
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Hecke—Maass-formdk A = 103 Laplace-sajatértékekkel (Fredrik Stromberg)

1145d a kévetkezd oldalt is
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Hecke—Maass-formdk A ~ 10* Laplace-sajatértékekkel (Fredrik Stromberg)

Hecke—Maass-formdk A ~ 107 Laplace-sajatértékekkel (Fredrik Stromberg)
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