A szamitastudomany alapjai
8. és 9. gyakorlat, 2013. oktober 31 illetve november 4, 7, 11.

Folyamok, tobbszords dsszefiiggoség, Menger tételek, paros grafok

Egy G grafot k-szorosan (pont)dsszefiiggének neveziink, ha legalabb k+1 pontja
van, és akarhogy hagyunk el beléle k-nal kevesebb pontot, a maradék graf 6ssze-
fligg6 marad. A legnagyobb olyan k szamot, amelyre még a G graf k-szorosan
Osszefliges, «(G)-vel jeldljiik.

Egy G grafot k-szorosan éldsszefiiggének neveziink, ha akirhogy hagyunk
el belsle k-nal kevesebb élet, a maradék graf Osszefiiggd marad. A legnagyobb
olyan k szamot, amelyre még a G graf k-szorosan élosszefiiggs, \(G)-vel jeloljik.

G(A, B, E) paros graf, ha A és B a csucsok halmaza, E az élek halmaza, és
minden él A és B kozott fut. Legyen G egy tetszleges graf.
Egy e1,eo,..., e, élhalmaz fliggetlen, vagy parositas, ha nincs k6z6s végpont-
juk.
Egy élhalmaz lefog6, ha G minden pontja az élhalmaz valamelyik élének egyik
végpontja.
Egy ponthalmaz fiiggetlen, ha nincs koztiik él.
Egy ponthalmaz lefog6, ha G minden élének legalabb az egyik végpontjat tar-
talmazza.

a(@G): fiiggetlen pontok maximalis szama;

7(Q): lefogd pontok minimalis szama;

v(QG): fiiggetlen élek maximalis szama;

p(G): lefogo élek miniméalis szama.

Tetsz6leges X cstucshalmazra legyen N(X) X szomszédainak a halmaza,
vagyis azon cstcsok halmaza, amelyek legaldbb egy X—beli csticesal 6ssze vannak
kotve.

Legyen most G = G(A, B, E) paros graf, vagyis A és B a cstcsok halmaza,
E az élek halmaza, és minden él A és B kozott fut.

Frobenius tétel: Akkor és csak akkor van a G(A, B, E) paros grafban teljes
(minden csicsot parositd) parositas, ha |A| = |B], és minden X C A-ra |X| <
[N (X)]-

Hall tétel: Akkor és csak akkor van a G(A, B, E) paros gratban A-t lefedd
pérositas, ha minden X C A-ra | X| < |N(X)|.

Konig tétel: (a) Ha G paros graf, akkor v(G) = 7(G).

(b) Ha G péros és nincs izolalt pontja, akkor a(G) = p(G).

Gallai tétel: (a) Ha G—ben nincs hurokél (de nem feltétleniil paros graf)
akkor 7(G) + a(G) = n ahol n G cstcsainak a szama.

(b) Ha G—ben nincs izolalt pont (de nem feltétleniil paros graf) akkor v(G)+
p(G) = n ahol n G cstcsainak a szama.

1. A G halézatban a maximaélis folyam nagységa 2011. Most vonjunk le min-
den él kapacitasabol 10-et. A kapott G’ halozatban a maximalis folyam
nagysaga 1956. Bizonyitsuk be, hogy G—ben van olyan él amelynek a ka-
pacitéasa legalabb 400.



2. a. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi halozatban a maximalis folyam nagysaga
14.

b. El lehet érni egyetlen él kapacitdsdnak a megvaltoztatasaval, hogy a
maximalis folyam nagysaga 13 legyen? (Ha igen, hogyan? Ha nem, miért
nem?)
c. El lehet érni egyetlen él kapacitasanak a megvaltoztatasaval, hogy a
maximaélis folyam nagysaga 15 legyen? (Ha igen, hogyan? Ha nem, miért
nem?)
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3. Hatarozzuk meg az Osszes olyan = szamot, amelyre az aldbbi halézatban
a maximalis folyam értéke 24.
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4. Adjunk meg egy-egy maximaélis folyamot az alabbi hélozatokban, és bizo-
nyitsuk be, hogy nagyobb folyam nem lehetséges.

5. Iranyitsuk a kocka élhélozatanak éleit az s csticsbol az atellenes ¢ cstics
felé. Hogyan kell a kiosztani a 12 él kozt 4 db 1-es, 2-es ill. 3-as kapacitast,
hogy a kapott halozatban a maximaélis folyamnagyséag a lehets legnagyobb
legyen?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Egy (G, s,t,c) halozatban minden él piros, fehér, vagy zold. Ha csak a
piros és fehér, vagy csak a piros és zold, vagy csak a fehér és zold éleket
tekintjiik, akkor a kapott hélézatokban a maximaélis folyam nagysaga 10.
Bizonyitsuk be, hogy a teljes hélozatban a maximalis folyam nagysaga
legalabb 15.

Mutassunk példat olyan véges, egyszerii G grafra, amire A(G) # k(G).
Lehet-e a két Osszefliggség koziil a nagyobbikat a kisebbiknek egy alkal-
mas fliggvényével feliilrél becsiilni?

Melyik az a legnagyobb k szam, amelyre a K, ,, teljes paros graf k-szorosan
pontosszefiiggs?

Bizonyitsuk be, hogy egy k-szorosan Osszefliggs grafnak legalabb kn/2 éle
van!

Igazoljuk, hogy ha egy n pontu egyszerti G grafban minden fokszam leg-
alabb (n 4+ k — 2)/2, akkor G k-szorosan Gsszefliggd!

Igazoljuk, hogy tetszéleges r-reguléaris (r > 1) egyszeri Osszefliggd paros
graf 2-Osszefiiggs is!

Tegyliik fel, hogy G 3-Gsszefiiggs, vegyiink fel egy Gj = pontot, amit G
harom kiilénb6z6 pontjaval Gsszekotiink. Bizonyitsuk be, hogy a kapott
graf 3-Osszefiiggs marad!

Legyen G az a graf, mely egy 8 hosszu koérbdl ugy keletkezik, hogy a kéron
atellenes csticsokat egy-egy éllel 6sszekotjik. Igazoljuk, hogy G haromszo-
rosan pontosszefligegd, de négyszeresen mar nem.

Bizonyitsuk be, hogy ha a G irdnyitott grafban van u-bol v-be is és v-bsl
w-be is k éldiszjunkt irdnyitott ut akkor G-ben létezik u-bol w-be is k
éldiszjunkt iranyitott 1t.

Igazoljuk, hogy ha az azonos ponthalmazon megadott G és Go grafok
élhalmaza diszjunkt, akkor \(G1 + G2) > AG1) + A(G1). Igaz-e, hogy
ekkor k(G1 + G2) > k(G1) + K(Gy) is teljesiil? (G1 + G2 azt a grafot
jelenti, aminek csicshalmaza a két graf kozos csucshalmaza, éleit pedig a
két élhalmaz unidja adja.)

Legyenek A, B,C paronként diszjunkt, r-elemti halmazok. A G = (V, E)
graf csicshalmaza legyen V= AU BUC, és legyen uv € E, ha u és v
nem ugyanabbol az r-elemtd halmazboél valok. Mekkora az a legnagyobb k
érték, melyre G k-0sszefiiggs?

Adjunk hatékony algoritmust egy tetszéleges iranyitatlan graf pontossze-
fliggGségének meghatarozasara.

A 10-cstucsu teljes grafnak legfeljebb hany élét lehet elhagyni tgy, hogy a
maradék graf 4-élosszefiiggs legyen?

Tegyiik fel, hogy a G graf a rogzitett x és y pontokat 6sszekotd pontidegen
utak maximalis szama 5. Lehet-e az x és y pontokat 6sszek6td utakat lefogo
élek minimaélis szama 1, 2, 3, 4, 5, 6, vagy 77
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Hatarozzuk meg a maximaélis parositas méretét az alabbi grafokban.

AR W XV

Adott n fia és n lany ugy, hogy minden fitinak legfeljebb 1 rokona van a
lanyok kozott, és barmely lanyhoz van olyan fi, aki nem rokona. Bizonyit-
suk be, hogy a fitk és a lanyok parokba rendezhet6k tgy, hogy rokonok
nem alkotnak part.

Bizonyitsuk be, hogy ha a G paros graf 6sszefiiggs és az A osztalydban a
fokszamok kiilonb6zsk, akkor G-nek van A-t fedd parositasa.

A @ irdnyitott graf minden csiicsabol k él indul és k él érkezik. Igaz-
e, hogy G-nek kivalaszthatok pontdiszjunkt iranyitott korei, melyek G
minden cstcsan athaladnak?

Igazoljuk, hogy minden regularis paros grafnak van teljes parositasa.

Legyen G egy olyan egyszeri graf, amelynek 1000 cstiicsa van és minden
csucs fokszama legalabb 6. Igazoljuk, hogy v(G) > 6. (v(G) a fiiggetlen
élek maximalis szamat jeloli.)

Bizonyitsuk be, hogy egy 2-regularis, paros grafban a kiilonb6zd teljes
parositasok szama mindig 2-nek valamilyen pozitiv egész kitevGs hatvanya.

Bizonyitsuk be, hogy minden véges G grafra 2v(G) > 7(G) teljesiil. Mu-
tassunk olyan grafot, melyre egyenlGség all.

Egy tancmulatsagon 25 lany és 25 fia van jelen. E tarsasagban minden lany
ismeretségben van legalabb 13 fiaval és minden fit legalabb 13 lannyal.
Bizonyitsuk be, hogy paros tancra perdiilhetnek egyszerre mind az 50-en
ugy, hogy az egymaéssal tancolok ismerik egymast!



