A szamitastudomany alapjai
4. gyakorlat, 2013. oktober 2. 1512 1B138

Az oktober 10-1 gyakorlat a QPA miatt elmarad, az 1. ZH oktober 17-én lesz. Okto-
ber 16-an, szerdan 16-t6] 18-ig potgyakorlat és konzultacid lesz az IB 147-ben.

Tudnival6k

Def: G = (V,E) egyszert graf, ha (1) V #0és (2) EC (}) == {{u,v} 1 u,v € V,u # v}
G graf esetén V(G) jeloli G csicsainak (pontjainak), E(G) pedig G éleinek halmazat, azaz G =
(V(G), E(G)). A G egyszert graf véges, ha V' véges halmaz.
A G graf egy diagramja egy olyan lerajzolasa, melyben a csticsoknak (sikbeli) pontok felelnek meg,
¢éleknek pedig a két végpontot 0sszekotd onmagukat nem metsz6 gorbék.
Az e = {u,v} élt roviden e = uwv-vel jeloljik; u és v az e él végpontjai. u és v szomszédos, ha uv € E.
e és f parhuzamos élek, ha végpontjaik azonosak. Hurokél az olyan él, melynek végpontjai azonosak.
A G = (V, FE) par grdf, ha V # (), E élhalmaz V-n, és parhuzamos és hurokél is megengedett.
A G graf v cstcsanak d(v) foka a v végpontu élek szama (hurokél kétszer szamit):
d(v) :=|{e € E : v végpontja e-nek}| + [{e € E : e hurokél v-n}| P

A G (r-)reguldris, ha cstcsainak ugyanannyi (mégpedig r) a foka. ©—0—0-- -0—0
All.: Ha G véges graf, akkor fokszamainak osszege 2|F(G
K, az n-pontu teljes graf: barmely két pontja 0ssze van kotve @ Ke

P, az n-ponti ut, C,, az n-ponti kér (1d. az dbran)

A G egyszerti graf komplementere a G = (V(G), ( )) graf. (Két pont pontosan akkor
szomszédos, ha G-ben nem szomszédos. )

A G és Gy grafok izomorfak (G7 = G3), ha léteznek ¢y : V(G1) — V(G3) és ¢p @ E(Gy) —
E(G3) bijekciok, melyekre uwv € E(G) <= o¢v(u)py(v) = ¢p(uv). (Tkp. koles. egyért. megfelelés
a pontok kozott, melyre tetsz. u és v annyiszor van Osszekétve Gp-ben, mint a megfelelgik Gy-ben.)

Tétel: Grafok izomorfidja ekvivalenciarelacio: tetszéleges G1, Gy, G grafokra (1) Gi = Gy, (2)
GlgGgﬁGggGl és (3) GlgGggG;;:}GlgGg.

A G graf sétdja olyan (v, eq,vq,€s,...,v;) sorozat, melyre e; € E(G) és e; = vviq (Vi).

A kérséta olyan séta, melynek kiinduld és végpontja azonos: vy = vy.

Def: Az at (ill. kor) olyan (kor)séta, aminek csicsai (a végpontok azonossagatol eltekintve)
kiilonbozok. Egyszert grafban az ut (kor) azonosithaté a hozza tartozo pont- vagy élsorozattal.

Allitas: A G grafban pontosan akkor létezik u és v kozott séta, ha létezik u és v kozott ut.

Def: A G graf dsszefiiggd (6f ), ha barmely két pontja kozott vezet séta.

Def: K C V(G) a G graf komponense, ha barmely u, v € K kozott létezik G-séta, de nem létezik
u—vsétahaue K,veV(G)\ K. Kov.: Minden graf egyértelmten komponensekre bonthato.

Def: A G graf szomszédossdgi mdtriza az a B(G) matrix, melynek sorai és oszlopai G csiicsainak
felelnek meg, és a matrix u-hoz tartozo soranak és v-hez tartozo oszlopanak metszetében a G graf
uv éleinek szama all (a hurokélek kétszer szamitanak).

A G graf éllistaval torténs megadésakor G minden v csticsahoz nyilvantartunk egy-egy lancolt listat,
amelyben a v cstcs szomszédait soroljuk fel.

A szomszédossagi tomb az éllistas megadas rokona: az éllistas megadasban szerepld lancolt listakat
Osszeftizziik, és egy S[1..2m] témbben felsoroljuk, ahol m a G élszama. Ezen kivil egy G[1..n]
tombben G[i] tarolja az S tombnek azt az indexét, ahonnan a v; cstucs szomszédainak felsorolasa
kezdsdik (V(G) = {v1,v,...,vs}). A v; szomszédai tehat a vgau), Vsiali+1), - - - » Us[Gli+1]-1] cstcsok.

A ldncolt szomszédossdgi lista az éllistas megadéas egy masik tombos ,kozelitése”. Az S[1..2m)]
tomb minden eleme egy (cstcs,index) par, mig a G[1..n] témbben G[i] ben taroljuk az S tombnek
azt a pozicidjat, ahol v; szomszédainak felsorolasa kezdddik. Ha tehat S|G[i]] = (j, k), akkor v (i)
,€ls6” szomszédja v; és a masodik szomszédot az S[k] par els6 tagja adja meg, a par masodik eleme
mutatoként miikodik. Ha a par masodik eleme NULL, akkor a v; listaja véget ért.

Def: A G graf fa, ha G véges, Osszefiiggs, kormentes és egyszert.

Allitas: Ha az F fanak n csticsa van, akkor éleinek szama |E(F)| =n — 1.

Allitas: A véges, egyszerii G graf pontosan akkor fa, ha az alabbiak koziil legalabb 2 teljesiil:
(1) G osszefiiggd (2) G kormentes (3) G-nek eggyel kevesebb éle van, mint ahany pontja.

Cayley tétele: Az {1,2,...,n} ponthalmazon n"? kiilonboz6 fa adhaté meg.




Def: Az {1,2,...,n} cimkézett csucsokon adott F' fa Prifer kédja P(F) := (v1,v2,...,Vn_2),
ahol v1,vs,... a legkisebb levél szomszédja a fadknak abban a sorozatdban, amit F-bdl a legkisebb
levélek egymas utani torlésével kapunk.

Megfigyelés: A Priifer kodban minden v csics pontosan d(v) — 1-szer szerepel. Az i-diknek
torolt w; levél cimkéje a legkisebb olyan cimke, ami nem szerepel sem a korabban torolt levelek
cimkéi kozott, sem a v;, viiq, ... v, 9 csicsok cimkéinek sorozatédban.

Kruskal algoritmus: Input: G = (V, E),k: E — R, Output: F' = F,, min. ktg-i feszittfa.

Legyen E = {eq,€q,...,em}, ¢s k(er) < k(ex) < ... < k(en). Legyen Fy =0, és

Fip1:=

F, U{e;} ha F; U {e;} kérmentes
F; ha F; U{e;} tartalmaz kort.

Tétel: A Kruskal algoritmus altal kiszamitott F' = F), élhalmaz a G egy min ktgi feszitsfaja.
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Az el6re megszamozott (cimkézett) n darab pont kozé hanyféleképp hizhatunk be éleket tgy,
hogy egyszerii grafthoz jussunk? (ZH ’00)

Rajzoljunk olyan egyszeri, 3-reguléris grafokat, amelyeknek rendre 6,7, 8,9 csticsa van.

. Dontstik el, van-e olyan egyszerd graf, amelyben a pontok fokszamainak sorozata rendre

1,2,2,3,3,3 ill. 1,1,2,2,3,4,4 ill. 2,3,3,4,5,6,7 ill. 1,3,3,4,5,6,6. Ha talalunk ilyen gra-
fokat, irjuk fel a szomszédossagi matrixat és adjuk meg szomszédossagi tombbel ill. lancolt
szomszédossagi listaval torténg abrazolasat is.

Rajzoljuk le azt a gréafot, melynek pontjai a 4 hosszt nullakbol és egyesekbdl allo sorozatok és
két cstucs akkor van éllel Osszekotve, ha egyik a masikbol egy ,forgatassal” megkaphato, azaz
ha az egyik a (by, b, b3, by) akkor a mésik a (by, bs, by, by) sorozathoz tartozé pont.  (ZH ’00)

Hatarozzuk meg az 6sszes olyan, lényegesen kiilonbo6z6 egyszeri grafot, melyekre rendre v = 4,
e=5illl.v=>5e=3/ill. v=>5e=7ill. v =25 e =8, teljesiil, ahol v jeldli a pontok
szamat, e pedig az élek szamaét!

Hany 50 csticsti, 1223 élt, 1ényegesen kiilonbozé egyszerd graf létezik?

Hatarozzuk meg az 0sszes olyan véges, egyszeri G grafot, aminek nincs két azonos foki csiicsa.

Mutassuk meg, hogy ha G véges graf, akkor paratlan fokd pontjainak szama paros. Ha G nem
véges, akkor ez nem igaz.

Mutassuk meg, hogy ha egy G grafnak 11 cstucsa és 45 éle van, akkor GG-nek van olyan csticsa,
ami legalabb 9-edfokii.

Ha G egyszeri graf, akkor élei iranyithatok tgy, hogy ne j6jjon létre iranyitott kor.
Ketten a kovetkezd jatékot jatsszak. Adott n pont a sikon, és felvaltva kell kett&t Osszekotnitik.

Az veszit, aki kort hoz létre a lerajzolt diagrammal megadott grafban. Ki nyer, ha mindketten
a lehetd legjobban jatszanak?

Legyenek e, f és g a G egyszert, Osszefiiggs graf kiilonbozé élei. Tegyiik fel, hogy a G—e— f és
G — e — g grafok egyike sem Osszefiiggs. Igazoljuk, hogy ekkor a G — f — g gréaf sem Osszefiiggs.

Hogy néz ki az a lehetd legkevesebb csticsot tartalmazo egyszerti graf, amelyben a legrévidebb
kor hossza pontosan 4 és minden pont harmadfoka? (ZH ’98)

Mutassunk a komplementerével izomorf, 5- ill. 6-pontu grafot!

Bizonyitsuk be, hogy ha G tetszbleges egyszerti graf, akkor a G vagy G grafok valamelyike
Osszefiiggd!

Hany olyan, paronként nem izomorf, 6 pontu, Osszefiiggs, egyszerd graf létezik, melyben két
méasodfokt és négy harmadfokd pont van?

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges véges G grafra fennall, hogy |E(G)| > |V(G)| — ¢(G), ahol
c(G) a G graf Osszefiiggd komponenseinek szamat jeloli.

Mi lehet a G graf, ha A(G) <27 (A(G) a G graf maximalis fokszamat jeloli.)

A G egyszertd grafnak e olyan éle, aminek elhagyasaval fat kapunk. Mutassuk meg, hogy G-nek
még legalabb két masik éle is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Ha T és Ty két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és e; a T tetszéleges éle, akkor létezik
Ty-nek egy ey éle, hogy T} — e + €9 és Th — eg + €1 is fa.
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Egy fanak 8 csticsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam? (V ’99)

Hany pontja van annak a T fanak, melyre |E(T)| = 15 - |E(T)|? (V’00)
A G egyszert grafnak 2k pontja van, minden pontjanak foka legalabb k — 1, és G-nek létezik
egy legalabb k-adfokiu pontja. Bizonyitsuk be, hogy G Osszefiiggs. (V°02)
Ketten a kovetkezs jatékot jatsszak. Adott n pont, kezdetben semelyik kettd nincs 6sszekotve.

A jatékosok felvaltva lépnek, minden lépésben a soron kovetkezs jatékos az n pont koziil két
tetszGlegesen valasztott kozé behuz egy élet. Az veszit, aki kort hoz létre. A kezds vagy a
maéasodiknak 1ép6 jatékos nyer, ha mindketten a lehetd legjobban jatszanak? (V 700)

Egy n x n méretd T tablazatnak nincs két egyforma sora. Bizonyitsuk be, hogy T-nek van
olyan oszlopa, amit torolve a maradék tablazatban sem lesz két egyforma sor.

Melyik fak tartoznak az alabbi Priifer-kodokhoz: (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10),
(10,9,8,7,6,5,4,3,2,1), (1,2,1,3,1,4,1,5,1,6) ill. (3,1,4,1,5,9,2,6)? Mik a legnagyobb foku
csucsok az egyes fakban, és mennyi a fokszama?

Hény olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melyben a pontparok tavolsidgai koziil a legna-
gyobb harommal egyenls? (Két pont tavolsagan a koztiik levd legrovidebb tton talalhato élek
szaméat értjik.) (V'99)
Hény olyan fa adhato meg n cimkézett ponton, melynek az n cimkéji csics levele? (ZH ’03)

AV = {1,2,...,2n} (szamozott) ponto-
kon hany olyan egyszeri G graf adhaté meg,
melynek 2n — 2 éle van és két egyforma mé-

retd Osszefiiggd komponensbdl all?  (V ’00)
Keressilink az alabbi grafban minimalis kolt-

ségl feszitéfat! Hany minimélis koltségi
feszitéfaja van a grafnak? Mi a feszitéfa
Priifer-kodja?

Milyen k pozitiv egészekre adhatdé meg olyan 2000 éld és 2000 csticst Osszefiiggs graf, amire
igaz a kovetkezs: G-ben a 2000 él koziil adhato egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi sily
agy, hogy a G-bdl kivalaszthato kiilonb6z6 minimalis stlyt feszit6fak szama éppen k legyen?
(A feszitéfak megkiilonboztetésekor a graf csucsait cimkézettnek tekintjiik.) (V'99)




