A szamitastudomany alapjai
11. gyakorlat, 2013. november 21 illetve 25.

Stkgrafok, dualitds

Egy G graf sikbarajzolhato (sikgraf), ha lerajzolhato a sikra metszés nélkiil.
Tegyiik fel, hogy a G 0sszefiiggs grafot lerajzoltuk a sikra metszés nélkiil, legyen
n a csicsok, e az élek, t a tartomanyok szama. Euler formula: ha n > 3, akkor
n—e+t=2.

Kovetkezmény: egy n > 3 csicsi, e éld G sikgrafra e < 3n — 6. Ha raadasul
G péaros graf is, akkor e < 2n — 4.

Két graf, G és H topologikusan izomorf, ha G-b6l megkaphatjuk H-t a ko-
vetkezd két muvelet ismételt alkalmazaséaval.

1. egy 2 fok cstcsot helyettesitiink egy éllel. (u szomszédai v és w, hagyjuk
el u-t, és kossiik Gssze v-t és w-t)

2. élet helyettesitiink egy 2 foku cstcesal. (v és w szomszédosak, hagyjuk el
a vw élt, vegyiink be egy 4j cstucsot, u-t, és kossiik Ossze v-vel és w-vel)

Topologikus Kj: egy teljes 5 cstcsu graffal topologikusan izomorf graf. To-
pologikus K3 3: egy K3 s-mal (teljes paros graf 3 — 3 csucesal) topologikusan
izomorf graf.

Kuratowski tétel: Egy G graf sikgraf akkor és csak akkor, ha nem tartalmaz
topologikus K illetve topologikus K3 3 részgrafot.

Négyszintétel: ha G sikgraf akkor x(G) < 4.

Egy metszés nélkiil lerajzolt G graf G* dudlisa egy olyan graf, amelynek
csticsai G tartoméanyainak felelnek meg, két cstucsat annyi éllel kotjiik Ossze,
ahany él mentén szomszédos a két megfelels tartoméany. Egy grafnak sok duélisa
lehet, mas lerajzolashoz mas duélis tartozhat.

Egy H graf G absztrakt dudlisa, ha talalhatdé G és H élei kozott olyan kol-
csOnosen egyértelmi megfeleltetés, amely kort vagasba, vagast korbe visz.

Egy G és H graf gyengén izomorfak, ha talalhatdé G és H élei kozott olyan
koleséndsen egyértelmi megfeleltetés, amely kort korbe visz. Belathato, hogy
ekkor a leképezés vagast vagasba visz.

Whitney 1. tétel: G sikbarajzolhat6é, H G-vel gyengén izomorf. Ekkor H is
sikbarajzolhato, G* és H* is gyengén izomorfak, (G*)* és (H*)* pedig gyengén
izomorfak G-vel és H-val.

Whitney 2. tétel: G-nek akkor és csak akkor létezik absztrakt dudlisa, ha
sikbarajzolhato.

Whitney 3. tétel: Egy H graf akkor és csak akkor gyengén izomorf G-vel, ha
a kovetkez6 harom mivelet ismételt alkalmazaséaval eljuthatunk H-boél G-be.

1. Ha H = H,UH,, Hi N Hy = {z}, akkor hizzuk szét x-et, vagyis helyette-
sitsiik H-t Hy és Hy disgjunkt unidjaval.

2. Az 1. lépés forditottja, ha H = H, U Hy, Hy N Hy = (), akkor ragasszuk
Ossze Hi-et és Ho-t egy pontnal. Vagyis azonositsuk Hy és Ho egy-egy csucsét.

3.Ha H = HiUH,, HiNHy = {x,y}, akkor szedjiik szét a két komponenst,
és ragasszuk Gket Ossze forditva. Vagyis Hy x-nek megfelels pontjat azonositsuk
H, y-nak megfelel6 pontjaval, és Hy y-nak megfelel6 pontjat azonositsuk Hq
z-nek megfelel6 pontjaval.

1. Egy egyszert, n > 3 csicsu sikbarajzolt graf minden tartomanya harom-
sz0g. Bizonyitsuk be, hogy pontosan 3n — 6 éle van.
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. Hany csicsa van annak a sikbarajzolhaté grafnak, amit 3 haromszog-, 3

négyszog- és egy Otszoglap hatéarol?

Ha G n pont, egyszert, sikbarajzolhat6 graf, akkor

a) egyuttal toruszra is rajzolhato;

b) ha G-nek 3n — 6-nal kevesebb éle van, akkor behuzhaté G-be 4j él gy,
hogy tovabbra is egyszert, sikbarajzolhat6 grafot kapjunk;

¢) G barmely sikbarajzolasakor ugyanannyi tartomany keletkezik;

d) G-nek vagy van legfeljebb harmadfoka csicsa vagy G tetszdleges sik-
barajzoldsénak van haromszoglapja.

Adjunk meg olyan 8 csticsu, egyszerii, sikbarajzolhato grafot, aminek a
komplementere is sikbarajzolhato!

Mutassuk meg, hogy ha |V (G)| > 11, akkor G és G egyike biztosan nem
sikgraf.

Bizonyitsuk be, hogy minden egyszert, sikbarajzolhato graf csicsai kiszi-
nezhetdsk 6 kiilonb6z6 szinnel agy, hogy a szomszédos cstucsok kiilénbo6z6
szint kapjanak.

Egy mez6n k haz és k kat all. Minden héaztol pontosan 4 (kiilonb6zs) kat-
hoz vezet ut (méghozza kozvetlentil, vagyis mas hazak vagy kutak érintése
nélkiil). Mutassuk meg, hogy biztosan van két olyan ut, amelyek keresz-
tezik egymast!

Bizonyitsuk be, hogy minden sikbarajzolt G graf 3-Gsszefiiggévé tehetd
tovabbi élek behuzasaval a sfkbarajzoltsdg megtartasa mellett. Igazoljuk,
hogy ha G sikbarajzolt és minden lapja hdromszog, akkor G 3-Gsszefiiggs.

Mutassuk meg, hogy ha egy G egyszeri sikgrafban a legrévidebb kor
hossza g, akkor [E(G)| < 545 (n — 2).

Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszog és minden pont-
ban pontosan harom lap talalkozik. Mennyi a négyszog- és nyolcszoglapok
szamanak kiilonbsége?

Mutassuk meg, hogy ha a G sikbarajzolt graf minden lapjat paros szamu
él hatarolja, akkor G péros graf.

Egy 20-cstcsu poliédernek 12 lapja van, mindegyik &k oldala sokszog. Mennyi
a k értéke?

Sikbarajzolhaték—e a K6,K4)2,K473,K5 — 67K3,3 — 6,?7 gréfok7 Hat az

= et ey B

Bizonyitsuk be, hogy minden egyszert sikbarajzolhato grafban
a) a minimalis fokszam legfeljebb 5;
b) ha a minimalis fokszam 5, akkor legalabb 12 6t6dfoka pont van.
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a (*). Mézga Aladar (A), Doktor Bubo (B) és Csérmester (C) egy sor-
hazban laknak, egymas mellett, a garazsaik egy masik épiiletben vannak,
ugyancsak egyméas mellett. (1. dbra)

Sajnos nagyon rosszban vannak, ezért gy szeretnének utakat épiteni mind-
harom lakastol a megfelel§ garazsig, hogy az utak ne keresztezzék egymast.
(Mar 6regek és nem tudnak repiilni.) Lehetséges ez?

b. Raadéasul a nyaraldik is egy kozos kertben vannak, de mindenkinek
sajat kapuja van, a 2. dbra szerint. Nem t1l szerencsés elrendezés. Itt meg
tudjék épiteni az utakat a harom haztol a megfelels kapukig gy, hogy ne
keresztezzék egymast?
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1. dbra. Mézga Aladar, Doktor Bubo6 és Csérmester lakasa és garazsa.
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2. abra. Mézga Aladar, Doktor Bubo6 és Cs6rmester nyaraloja.

Mutassunk olyan sikbarajzolt grafot, ami nem feltétleniil dualisa a duali-
sanak.

Mutassunk példat olyan n csicsu grafra, aminek exponencialisan sok kii-
16nb6z6 dudlisa van. Mas szoval, létezik olyan N pozitiv egész és ¢ > 1
konstans, hogy tetszbleges n > N esetén megadhat6 olyan n cstcsu graf,
aminek legalabb ¢" paronként nem izomorf dualisa van.

Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan konvex poliéder, aminek minden
oldala hatszog.

Egy grafban minden pont foka legfeljebb 3, és minden kore legfeljebb 5
hosszia. Mutassuk meg, hogy a graf sikgraf!

Jelolje cr(G) a G graf sikra valo lerajzolasakor létrejovs élkeresztezések
lehetséges minimalis szamat. Mennyi cr(K44) értéke?

Bizonyitsuk be hogy cr(Ks5) > 11.
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Mutassuk meg, hogy a K7 és a K4 4 grafok mindegyike toruszra rajzolhato.
Bizonyitsuk be, hogy ha G sikbarajzolt graf, akkor G-be tetszGleges élt
behiuizva toruszra rajzolhatd grafot kapunk.

Bizonyitsuk be, hogy egy 4-regularis egyszerti paros graf nem lehet sikba-
rajzolhato!

Mutassunk olyan 8 pontt grafot, hogy G és G (G komplementere) egyike
sem sikbarajzolhato.

Mennyi er(Kg) értéke?
Van-e olyan egyszerii sikbarajzolhaté graf, melynek feleannyi cstcsa van,
mint a dualisanak?

Bizonyitsuk be, hogy egy sikbarajzolhaté graf tartoményai akkor és csak
akkor szinezhet6k ki két szinnel, ha minden pont foka péaros.

Gyengén izomorfak-e az itt lathato grafok?

LTI

Bizonyitsuk be, két fa pontosan akkor gyengén izomorf, ha ugyanannyi
pontjuk van.

Mutassunk minden n > 3-ra olyan n csicsiu sikbarajzolt grafot, amely
izomorf a dudlisaval.

Mutassuk meg, hogy tetszsleges egyszerii sikgraf élhalmaza elGall, mint 2
paros graf élhalmazanak unioja.

A G és a G* véges egyszeri grafok egymas dualisai. Bizonyitsuk be, hogy
min{d§(G),6(G*)} = 3. § a legkisebb fokszam.

Legyen G olyan n > 3 cstcsu, egyszert, sikbarajzolhato graf, melyben az
élek szama 3n — 6. Mennyi G dualisanak maximalis fokszama?

Jelolje F,, = K, — nK> azt a paros grafot, melyet ugy kapunk a K, ,
teljes paros grafbol, hogy elhagyjuk beléle egy teljes parositas éleit. Milyen
n-ek esetén lesz F,, sikbarajzolhato?

Tegylik fel, hogy G sikbarajzolt graf, G minden lapja haromszog és G*
minden lapja négyszog. Hany pontja és hany éle van G-nek?

Bizonyitsuk be, hogy minden (legalabb harom csiucsi) egyszert sikgrafnak
van legalabb harom olyan csticsa, amelyeknek a foka kevesebb mint hat.



