A szamitastudomany alapjai
10. gyakorlat, 2013. november 14 illetve 18.

Kromatikus szdm, élkromatikus szdm, sikgrdfok

Egy G graf kromatikus szdma x(G) a legkisebb szém azzal a tulajdonsaggal,
hogy annyi szinnel kiszinezhet6k G cstcsai tugy, hogy a szomszédos cstucsok
kiilonb6z6 szintek.
Egy G graf klikkszdma w(G) a legnagyobb teljes részgraf mérete, a(G) a fligget-
len pontok maximalis szdma, A(G) a maximalis fokszam.

Minden G grafra x(G) > w(G). Myczielski konstrukeio: olyan Gi,Ga,. ..
grafsorozat, hogy minden i-re w(G;) = 2, de x(G;) = i.

Minden G grafra A(G) 4+ 1 > x(G) (biz: moho szinezéssel). Brooks: ha G
Osszefiiggs, nem paratlan kor és nem is teljes graf, akkor A(G) > x(G).
Egy G graf élkromatikus szdma x'(G) a legkisebb szam azzal a tulajdonsaggal,
hogy annyi szinnel kiszinezheték G élei gy, hogy a szomszédos élek kiillénb6z6
szintiek.

Vizing tétel: minden G grafra A(G) < x'(G) < A(G) + 1.

Egy G graf sikbarajzolhato (sikgraf), ha lerajzolhato a sikra metszés nélkiil.
Tegyiik fel, hogy a G 6sszefiiggd grafot lerajzoltuk a sikra metszés nélkiil, legyen
n a csucsok, e az élek, ¢t a tartomanyok szdma. Euler formula: ha n > 3 akkor
n—e+t=2.

Kovetkezmény: egy n > 3 cstcsi, e éld sikgrafra e < 3n — 6. Ha raadasul G
paros graf is, akkor e < 2n — 4.

Két graf, G és H topologikusan izomorf, ha G-b6l megkaphatjuk H-t a ko-
vetkezd két mivelet ismételt alkalmazasaval:

1. egy 2 foku csucsot helyettesitiink egy éllel (u szomszédai v és w, hagyjuk
el u-t, és kossiik Ossze v-t és w-t)

2. egy élet helyettesitiink egy 2 foku csticesal (v és w szomédosak, hagyjuk
el a vw élt, vegyiink be egy 4j cstcsot, u-t, és kossiik Gssze v-vel és w-vel)

Topologikus K5: egy teljes 5 csuicsu graffal topologikusan izomorf graf. topo-
logikus K3 3: egy K3 s-mal (teljes paros graf, 3-3 csticcsal) topologikusan izomorf
graf.

Kuratowski tétel: G sikgraf akkor és csak akkor, ha nem tartalmaz topolo-
gikus K illetve topologikus K3 3 részgrafot.

Négyszintétel: ha G sikgraf akkor x(G) < 4.

1. Hatarozzuk meg a mellékelt grafok kromatikus szdmét!

2. Legyenek G cstcsai az 1,2,...,2" — 1 szamok, és két csiics pontosan ak-
kor legyen szomszédos, ha egyik osztoja a masiknak. Mennyi a G graf
kromatikus szama?
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Legyen V(G) = {1,2,3,...,100}, és legyen ij € FE(G), ha |i — j| < 7.
Mennyi az igy meghatarozott G graf x(G) kromatikus szama?

Legyenek a G graf csucsai a sakktabla mez6i. Két mezd kozt akkor fusson
él, ha a huszar (bastya, futo, kiraly) egy lépésben az egyik mez6rsl a
mésikra léphet. Mennyi a G graf kromatikus szama?

Adott a sikon altalanos helyzeti egyeneseknek egy halmaza (azaz semelyik
harom egyenes sem halad 4t egy ponton és nincs koztiik két parhuzamos).
Legyenek a G graf csicsai ezen egyenesek metszéspontjai, két cstcs ak-
kor legyen szomszédos, ha egy egyenesen egymast kévet§ metszéspontok.
Mutassuk meg, hogy x(G) < 3.

Van-e olyan G graf, aminek nincs K, részgrafja, de G mégsem szinezhets
ki 3 szinnel?

Legfeljebb hany éle lehet annak az n csticsu G grafnak, amire x(G) < 2
(ill. x(G) < 3)7?

Mutassuk meg, hogy tetszsleges G graf x(G) szinnel torténd tetszoleges
szinezésének barmely szinosztalyanak van olyan v csticsa, hogy v-nek min-
den mas szinosztalyban van szomszédja.

Igazoljuk, hogy tetszGleges iranyitatlan G grafnak van olyan iranyitasa,
ami nem tartalmaz x(G) éld iranyitott utat.

Igaz-e, hogy minden egyszeri G grafnak van olyan szinezése x(G) szinnel,
amelyre valamelyik szinosztaly a(G) cstucsot tartalmaz?

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges G grafra |E(G)| > (x(zG'))_

Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-
bél tgy kapunk, hogy K minden pontjat 6sszekotjiik H minden pontjaval.
Bizonyitsuk be, hogy x(G) = max{x(K), x(H)}ill. x(G") = x(H)+x(K).

Legyenek G1 = (V, E1),Go = (V, Es) tetszleges véges grafok és legyen
G = (V, E1 U E,) grafok. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < x(G1)x(G2).

Tekintsiik a stk egyeneseinek egy véges halmazat. Mutassuk meg, hogy a
keletkez6 siktartoményok sakktablaszertien kiszinezhet&ek.

A Mycielski konstrukcidéval megkapott Gy, grafok koziil melyek tartalmaz-
nak Euler korsétat, és melyeknek van Hamilton koriik?

Tegyiik fel, hogy az egyszerti G graf r-regularis, 6sszefliggd, de van olyan
pontja (elvago6 pont), melyet elhagyva a graf szétesik. Igazoljuk, hogy
X (G)=r—+1.

Tegylik fel, hogy G egyszert, 8-regularis, 2009 pontu graf. Hatdrozzuk meg
a x'(G) élkromatikus szamot.

Hatarozzuk meg a K, teljes graf x/(K,,) élkromatikus szamat.

Hatarozzuk meg annak a grafnak a kromatikus és élkromatikus szamat,
amit egy 2n ponti korbél gy kapunk, hogy behiizzuk az n atmérét.
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Mennyi az abran lathato grafok élkromatikus szama?

VAN

Hény cstcsa van annak a sikbarajzolhato grafnak, amit 3 haromszog-, 3
négyszog- és egy Otszoglap hatarol?

Ha G n pontu, egyszert, sikbarajzolhat6 graf, akkor

a) egyuttal toruszra is rajzolhato;

b) ha G-nek 3n — 6-nal kevesebb éle van, akkor behuzhaté G-be 0j él gy,
hogy tovabbra is egyszerti, sikbarajzolhato grafot kapjunk;

¢) G barmely sikbarajzolasakor ugyanannyi tartomany keletkezik;

d) G-nek vagy van legfeljebb harmadfoku cstcsa vagy G tetszoleges sik-
barajzolasanak van héromszoglapja.

Adjunk meg olyan 8 csticsu, egyszerii, sikbarajzolhato grafot, aminek a
komplementere is sikbarajzolhato!

Mutassuk meg, hogy ha |V (G)| > 11, akkor G és G egyike biztosan nem
sikgraf.

Bizonyitsuk be, hogy minden egyszert, sikbarajzolhatd graf cstucsai kiszi-
nezhetdk 6 kiilonb6z6 szinnel tgy, hogy a szomszédos cstcsok kiilénb6z6
szint kapjanak.

Egy mez6n k haz és k kat all. Minden haztol pontosan 4 (kiilonboz6) kit-
hoz vezet tt (méghozza kozvetlentil, vagyis mas hazak vagy kutak érintése
nélkiil). Mutassuk meg, hogy biztosan van két olyan at, amelyek keresz-
tezik egymast!

Bizonyitsuk be, hogy minden sikbarajzolt G graf 3-Gsszefiiggévé tehets
tovabbi élek behuzasaval a sikbarajzoltsig megtartasa mellett. Igazoljuk,
hogy ha G sikbarajzolt és minden lapja haromszog, akkor G 3-Osszefiliggs.

Mutassuk meg, hogy ha egy G egyszeri sikgrafban a legrévidebb kor
hossza g, akkor |E(G)| < ;%5(n —2).

Egy konvex test minden 1apja négyszog vagy nyolcszog és minden pont-
ban pontosan harom lap taldlkozik. Mennyi a négyszog- és nyolcszoglapok
szaméanak kiilonbsége?

Mutassuk meg, hogy ha a G sikbarajzolt graf minden lapjat paros szamu
él hatérolja, akkor G paros graf.

Egy 20-csticst poliédernek 12 lapja van, mindegyik k oldala sokszog. Mennyi
a k értéke?



