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Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondolatmenet
megfelel6 részének végiggondoldsa vildgosan kidertiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allités, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az utmutatébeli pontozéas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Egy osszefiiggé G sikbarajzolt grafnak 100 cstcsa és 201 éle van. Dualisa, G*, egyszerti,
paros graf. Bizonyitsuk be, hogy G—ben van legaldbb 6 foku cstics.

Tegyiik fel, hogy G-ben egy v cstics foka paratlan. Ekkor a v-hez illeszked$ tartomanyoknak megfelel6 csicsokon
G™-ban végigmehetiink egy paratlan korsétdval. Mivel G* egyszer(i paros graf, ez lehetetlen, tehdt nincs G-ben paratlan

fok1 csucs. 3 pont
Ha G-ben egy v csics foka 2, az G*-ban egy kétszeres élet jelent, ami megint lehetetlen. 2 pont
Ha nem lenne legaldbb 6 foku csiics G-ben, akkor az eddigiek alapjan minden fok PONTOSAN 4 lenne. 3 pont
Ekkor viszont G-nek 4 - 100/2 = 200 éle lenne. Mivel ennél t6bb éle van, nem minden fokszdm pontosan 4, ezért van
legaldbb 6 fokd cstcs. 2 pont

2. G egy egyszeri graf, v egy csucsa, és tudjuk, hogy ha G-bdl elvessziik a v csicsot, akkor
sikgrafot kapunk. Bizonyitsuk be, hogy G 6-listaszinezhetd. (Vagyis ch(G) < 6.)

Tegyiik fel, hogy minden v; csicson adott egy L(v;) 6 hosszu szinlista, és v = v1. Legyen o L(v1) egyik eleme. 1 pont
Minden 2 < i < n-re legyen L'(v;) = L(v;) \ o, vagyis toroljiik ki az L(v;) listardl az « szint, ha szerepel a listan.

4 pont

A G’ = G\ v gréf sikgréf, és a csticsokhoz rendelt L' (v;) listdk legaldbb 5 hossziak. Tehat Thomassen tétele alapjan

G’ kiszinezhet6 az L' listdkrol. 3 pont
Mivel egyik csics sem kaphatta az « szint, a v = v1 csticsot « szintire szinezve visszatehetjiik, és megkapjuk G egy
szinezését az L lisdkrol. 2 pont

3. Tetszéleges G sikbarajzolt grafra legyen ¢ = t(G) a tartomanyok szdma, és legyenek Fi,
F,, ..., F; a tartoményok (beleértve a végtelen tartoményt is). |F;| jelentse az F; tartomany
hatérédn 1évé élek szamat (ha egy él mindkét oldalardl hatarolja a tartomanyt, akkor kétszer
szamoljuk). Hatarozzuk meg a

~+
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mennyiség maximumat ha G tetszoleges 100 csucsu sikbarajzolt graf lehet.

Legyen n(G), e(G), t(G), k(G) G csicsainak, éleinek, tartomdnyainak, és komponenseinek a szdma.
1. Megoldds: Mivel S0 |Fi| =2e és >\, (—3) = =3¢,

s(G) =Y (IFi| - 3) =2¢ -3t

3 pont



Tudjuk, hogy minden sikbarajzolt grafra n —e 4+t =1+ k. Tehdt s(G) = 22:1 (|Fi] —3) =2e—3t=2e—2t—t =

2n — 2 — 2k —t =198 — 2k —t < 195 hiszen n = 100, k > 1 és ¢t > 1. 4 pont
195 viszont kénnyedén elérhetd, ha k =1 és ¢t = 1, vagyis G egy 100 cstcsu fa. 3 pont
2. Megoldds: Ha G nem 0Osszefiiggd, akkor két komponenst Gsszekotve éllel, ¢(G) nem véltozik, s6t, Fi, Fs, ..., F}
koziil is csak egy valtozik, a hatdrdn levd élek szdma kettével nd. (Az 1j él mindkét oldalrdl hatdrolja.) Tehat s(G)
kettovel né. 4 pont

Most tegyiik fel, hogy van egy kor G-ben, és ennek egy élét hagyjuk el. Ekkor két taromanybdl mondjuk az Fi és F»
tartoményokbdl egy F' tartomdny lesz. Mivel |Fi| + |F2| = |F| + 2, (|Fi| —3) + (|F2| — 3) + 1 = (|F| — 3), vagyis s(G)

eggyel né. 4 pont
Tehdt s(G) akkor maximdlis, ha G Osszefliiggd, és nincs benne kor, vagyis fa. Ekkor n = 100, e = 99, t = 1,
|F1| = 2e = 198, ennek alapjan s(G) = |Fi| — 3 = 195. 2 pont
4. Legyenek G csucsai v1,vg, . .., Uy, v; és v; kozott akkor és csak akkor van él, ha |i — j| = 3,

7, 11, vagy 19. Milyen n értékekre lesz a G graf perfekt?

Vegyiik észre, hogy a kapott graf paros, a két osztdly a paros és a paratlan indexi csicsok, Hiszen minden v;v; élre ¢
és j kozill az egyik paros, a mésik paratlan. 6 pont
Viszont tudjuk, hogy minden paros graf perfekt, tehdt G minden n értékre perfekt. 4 pont

5. A G graf le van rajzolva a sikra 1gy, hogy pontosan 10 él-metszés van. Bizonyitsuk be,
hogy x(G) < 14.

1. Megoldéas: Mind a 10 metszésnél valasszuk ki az egyik élet, legyenek ezek e1,ea, ..., e10. Ezenkiviil mindegyiknek
valasszuk ki valamelyik végpontjat, legyenek ezek vi,v2,...,vi0. Ha ezeket az éleket elhagyjuk, akkor megsziinik az Gsszes
él-metszés, vagyis a G' = G\ { e1,e2,...,e10 } graf skgraf. 3 pont

A Négyszintétel alapjan G’ kiszinezhetd az 1, 2, 3, 4 szinekkel. Ez majdnem jé G szinezésére is, csak az lehet a
probléma, hogy az e1,ea,...,eio élek kozil néhanynak egyforma szinii a két végpontja. 2 pont

Adjunk a v1,v2,...,v10 csicsoknak 10 14j szint, legyen a v; csics 0j szine i + 4. 3 pont

Ezzel G szinezését kaptuk 14 szinnel, tehat x(G) < 14. 2 pont

2. Megoldas: Egy kicsit er6sebb allitds bizonyitunk, indukciéval: ha G n cstcsu graf lerajzolhatd legfeljebb 10
metszéssel, akkor x(G) < 14. Ez nyilvdnval6, ha n < 14, tegylik fel, hogy n > 15, és az 4llitdst beldttuk n — 1-re. 1 pont

Mind a 10 metszésnél véalasszuk ki az egyik élet, legyenek ezek e, ez, ..., e10. Ha ezeket az éleket elhagyjuk, akkor
megsziinik az 6sszes él-metszés, vagyis a G' = G\ { e1, e2,...,e10 } graf sikgraf. 3 pont
Tegyiik fel, hogy G-nek n csicsa van. Ekkor, mivel G’ sl;greif7 legfeljebb 3n — 6 éle van, tehat G-nek is legfeljebb 3n+4
éle lehet. 1 pont
Tegytik fel, hogy minden csics foka legaldbb 14. Ekkor G-nek legaldbb 7n éle van, csakhogy 7n > 3n + 4, tehdt van
olyan csucs, amelynek a foka legfeljebb 13. 2 pont
Hagyjuk el ezt a csicsot, a maradék graf természetesen lerajzolhatd legfeljebb 10 metszéssel, az indukcids feltevés
szerint tehat kiszinezhet6 14 szinnel. 1 pont
Helyezziik vissza az elhagyott cstcsot, mivel legfeljebb 13 szomszédja volt, 6t is ki tudjuk szinezni a 14 szin koziil
valamelyikkel. 2 pont

6. Legyen G(V, E) egy graf, amelyre E = Ey U Ey, G1(V, Ey) és Go(V, Es) perfektek, |V| =
126. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz egy teljes hatost, vagy egy iires hatost. (Hat pontot,
amelyek vagy mind 6ssze vannak kotve, vagy semelyik kettd sincs.)

Mivel Gp perfekt, x(G1) = w(G1). Ha x(G1) > 6, akkor tehdt G1 tartalmaz egy teljes 6 csicsu részgrafot, ez G-ben
is egy teljes hatos, igy készen vagyunk. 3 pont
Feltehetjitk tehdt, hogy x(G1) < 5. Tekintsiik egy szinezését legfeljebb 5 szinnel. Minden szinosztédly egy fliggetlen
halmaz, egyiittvéve lefedik a 126 csucsot, tehat valamelyik koziilitk legalabb 26 cstcst. 3 pont
Legyen G5 Ga-nek ezen 26 csucs dltal feszitett részgrafja. G5 perfekt, ezért, hasonléan az el6z6 esethez, ha x(G3) > 6,
akkor G% tartalmaz egy teljes 6 csticsi részgrafot, és készen vagyunk. 2 pont
Végiil ha x(G%) < 5, akkor tekintsiik 5-szinezését, valamelyik szinosztdlynak legaldbb 6 cstcsa van, ez pedig egy
fiiggetlen ponthalmaz Gi-ben is, Gz-ben is, igy G-ben is. 2 pont



