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Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszadm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezet§ gondolatmenet
megfeleld részének végiggondoldsa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allités, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az ttmutatébeli pontozéas intelligens kozelitésével

meghatédrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. a. Bizonyitsuk be, hogy R(3,3,3) > 11.

b. Bizonyitsuk be, hogy R(k,k, k) —1> (k —1)(R(k, k) — 1).

(R(ky, ks, ..., ky) a legkisebb R szam azzal a tulajdonsdggal, hogy egy teljes R csticsu graf
éleit akarhogy szinezziik az 1, 2, . .., m szinekkel, valamilyen i—re lesz egy k; csticsu teljes részgraf,
amelynek az Osszes éle i szinii.)

a. Vegylik az 0t cstcsu teljes grafot, amelyben egy 6t hosszd kor éleit kékkel, a tobbi élet (ezek szintén egy 6t hosszi

kort alkotnak) pedig pirossal szinezziik. Természetesen nincs egyszinti hdromszog. 2 pont
Most vegyiik ennek a szinezett grafnak két példanyédt, és a koztiik futé éleket szinezziik zoldre. 2 pont
fgy egy 10 csicsu teljes graf éleit kiszineztiik hdrom szinnel ugy, hogy nincs egyszinii hdromszoég. Tehat R(3,3,3) > 11.

1 pont

b. R(k,k) definiciéja szerint az R(k,k) — 1 cstcsu teljes graf élei kiszinezhetSk pirossal és kékkel igy, hogy ne legyen
egyszini teljes k—as. 1 pont
Vegyiink ebbdl a szinezett teljes grafbdl k — 1 példanyt, és a kiilonboz6 példanyok kozott futd éleket szinezziik zoldre.

2 pont

Ebben a szinezett grafban nincs egyszini teljes k—as: pirossal illetve kékkel csak egy R(k,k) — 1—es részben lehetne
de a feltevés szerint ott nincs. Zdldben pedig azért nem lehet, mert egy teljes z0ld részgrafnak nem lehet két csicsa
ugyanabban az R(k, k) — 1—es részben, viszont csak k — 1 kiilonb6z8 R(k, k) — 1-es rész van. 2 pont

2. a. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges k > 2 egészhez létezik egy S(k) szam a kovetkezo
tulajdonsdggal. Akarhogyan kiszinezziik az 1,2,...,S(k) szdmokat k szinnel, taldlhat6 harom
kiilénb6z6 egyszint szam, 1 < z,y, z < S(k) gy, hogy z osztéja x + y—nak.

b. Bizonyitsuk be, hogy S(2) < 7.

a. 1. megoldds: Schur tétele szerint minden k—hoz létezik olyan Schur(k) szdm, hogy akdrhogyan kiszinezziik az
1,2,...,Schur(k) szdmokat k szinnel, taldlhaté hirom kiilonbozé egyszint szdm, 1 < z,y,z < Schur(k) dgy, hogy

x +y = z. Ez természetesen kielégiti a feladat kovetelményeit, tehdt S(k) < Schur(k). 5 pont
a. 2. megoldds: k-ra vonatkozé indukciéval bizonyitunk. k = l1-re az allitds trividlis, S(1) = 3. Tegyik fel, hogy
S(k — 1) létezését mar beldttuk. 1 pont

Bebizonyitjuk, hogy S(k) < (k+1)S(k — 1)*. Szinezziik ki az 1,2,..., (k4 1)S(k — 1)* szdmokat k szinnel. 1 pont
Ha az els§ S(k — 1) szdm kozott csak k — 1 szin fordul eld, akkor az indukcids feltev$ miatt készen vagyunk. 1 pont

Tehat vannak 1, 22, . . ., z szdmok amelyekre z; < S(k—1) és z; az i—edik szinre van szinezve. Legyen x = x1-x2 - - - xy,
nyilvan x < S(k — 1)*. 1 pont
Az z,2z,...(k + 1)z szdmok kozott van két egyszinii, mondjuk az és bx egyardnt i—szinliek. Ekkor az z;, az, bz
harmas kielégiti a feltételeket, egysziniek, és x; osztdja ax + br—nek. 1 pont
b. Tegytik fel, hogy az 1,2,...7 szamok ki vannak szinezve pirossal és kékkel. Azt is feltehetjiik, hogy 1 piros. Ha 2
és 3 is piros, akkor készen vagyunk. Tehat valamelyik kék. 1 pont

Ha a 2 kék, akkor tekintsiik a 3, 5,7 szdmokat. Ha ezek koziil kettd kék, akkor a 2-vel egyiitt egy megfelel6 egyszint
szamharmast adnak. Ha kett6 koziiliik piros, akkor azok meg az 1-gyel egylitt adnak megfelel szamhédrmast. 2 pont



Ha 1 és 2 is piros, akkor barmilyen tovabbi piros szdm megfelel szamharmast ad az 1 és 2 szdmokkal. Egyébként
meg a 3, 4,5 kékek, és akkor is készen vagyunk. 2 pont

3. G egy paros graf A és B osztalyokkal. |A| = 10, |B| = 253. Bizonyitsuk be, hogy létezik
olyan u és v cstics B-ben, hogy u minden szomszédja v—nek is szomszédja.

Ha van olyan u és v csiics B—ben, amelyeknek pontosan ugyanazok az A-beli csicsok a szomszédai, akkor u és v

kielégiti a feltételeket. Tehat tegyiik fel, hogy nincs két ilyen cstcs. 3 pont
Definidlunk egy (A, F) halmazrendszert, amelynek az alaphalmaza A, és minden B-beli b pontnak megfelel A egy
N (b) részhalmaza, b szomszédai. 3 pont
|F] = 253 > (150) = 252. Tehat Sperner tétele alapjan valamilyen u,v € B-re N(u) C N(v). 4 pont

4. G egy 100 csucsu és 2800 élu graf. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz két diszjunkt
haromszoget.

A 2 osztélyd 100 csticsd Turdn grafnak 2500 éle van. Turdn tétele alapjan tehat G ben van egy zyz hdromszog. 3 pont
Hagyjuk el G—bél az z, y, és z csucsokra illeszkedd éleket. Konnyen lathatd, hogy legfeljebb 3 - 99 — 3 = 294 élet

hagytunk el. Tehat a maradék G’ grafnak legaldbb 2506 éle van. 4 pont
Igy ismét a Turdn tétel alapjan G’ is tartalmaz hdromszoget. Ez a két haromszog diszjunkt, ezért készen vagyunk.
3 pont

5. G egy n cstcsu Osszefliggd sikgraf lerajzolva a sikra (metszés nélkiil), n > 3 rogzitett.
Ty, T, ..., T, atartoményok, beleértve a nem korlatos tartoményt is. Legyen s(T;) = |T;| — 1,
és legyen s(G) = > s(T;). Mennyi s(G) lehetséges legnagyobb értéke?

(I7;] a T; tartomédny hatérdn levé élek szama, ha egy él mindkét oldalrdl hatarolja, akkor
kétszer szdmoljuk.)

Legyen e az élek, és t a tartomdnyok szdma. s(G) = Y " s(T;) = > T3] — Y"1 = 2e — ¢ hiszen " |T]

minden élet pontosan kétszer szamol. 3 pont
Az Euler formula szerint n — e+t =2 vagyise —t =n — 2, tehdt 2e —t =e+n — 2. 4 pont
Ez nyilvdn akkor maxim4lis, ha e maxim4lis, hiszen n rogzitett. Tanultuk, hogy e maximadlis értéke 3n — 6, ezért s(G)
maximalis értéke 4n — 8. 3 pont

6. F C 2" egy halmazrendszer azzal a tulajdonséggal, hogy ha A, B € F és A C B, akkor

|A| = |B| — 1. Bizonyitsuk be, hogy |F| < 2(Ln72j)'

Legyen F1 C F azon F-beli B halmazok csalddja, amelyekhez van olyan A € F amelyre A C B, és legyen F2 a tobbi
halmaz, vagyis azon F-beli B halmazok csalddja, amelyekhez nincs olyan A € F amelyre A C B. 3 pont
F2 a definiciéja alapjan Sperner rendszert alkot. 2 pont
Beldtjuk, hogy Fi is Sperner rendszert alkot. Tegytik fel, hogy A, B € F1, és A C B. A feltétel szerint |A| = |B| — 1.
Viszont mivel A € F1, van olyan C' € F amelyre C C A. Megint a feltétel szerint |C| = |A| — 1. De ekkor C' C B és
|C| = |B| — 2, ami ellentmond a feltételnek. Tehdt F; és F» is Sperner rendszer. 2 pont
Viszont ekkor a Sperner tétel alapjan |Fi| < (Lnr;%) és | Fa| < (Ln72J) tehdt |F| < 2([7172])‘ 3 pont



