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Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszadm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezet§ gondolatmenet
megfeleld részének végiggondoldsa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allités, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az ttmutatébeli pontozéas intelligens kozelitésével

meghatédrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. A G sikbarajzolt egyszerii grafnak minden tartoménya (beleértve a nem korlatost is)
négyszog vagy haromszog, és ugyanannyi csucsa van, mint a dualisanak. Hany haromszog
tartomanya van?

Legyen t3 a hdromszog, t4 a négyszog tartoméanyok szama. Ekkor a feltétel szerint t3 + t4 =t = n. 2 pont
3ts 4+ 4t4 = 2e, hiszen igy minden élet kétszer szamoltunk. 3 pont
Az Euler formula szerint n — e +t¢ = 2 tehat n — e + n = 2, vagyis e = 2n — 2. 2 pont
Behelyettesitve 3ts + 4ta = 4n — 4, illetve 4ts + 4t4 = 4n, ezeket kivonva egymadsbdl t3 = 4. 3 pont

2. Legyen G(V, E) egy graf, amelyre F = E; U Ey, G1(V, Ey) sikgraf, a Go(V, Es) graf egy
Hamilton kér. Bizonyitsuk be, hogy ch(G) < 8. (Vagyis egy sikgraf és egy Hamilton kor
uniéjdnak lista szinezési szama legfeljebb 8.)

Egy hajszalnyival er8sebbet bizonyitunk, indukciéval: Legyen G(V, E) egy graf, amelyre E = Ei U E3, G1(V, E1)

sikgréf, a G2(V, E2) graf egy Hamilton kor részgrdfja. Ekkor ch(G) < 8. 1 pont
Az allitas nyilvanvald, ha legfeljebb 8 csicsunk van. 1 pont
Tegyiik fel, hogy mar beldttuk az &llitdst n — 1 csicsu grafokra. Tekintsiink egy n csicsi grafot, amely kielégiti a
feltételeket, és vegyilink minden csticshoz egy-egy 8 hosszu szinlistat. 1 pont
G sikgraf részének (G1(V, E1)) legfeljebb 3n — 6 éle van. 1 pont
A Hamilton kor részgraf részének (G2(V, E2)) meg legfeljebb n. 1 pont
Tehat Osszesen legfeljebb 4n — 6, emiatt van egy v csicsa, amelynek a foka legfeljebb 7. 1 pont
Hagyjuk el v—t, a maradék graf is kielégiti a felételeket, tehdt az indukcids feltevés szerint ki tudjuk szinezni az adott
listakrol. 2 pont
Most tegyiik vissza v-t, legfeljebb 7 szomszédja van, tehat a 8 hosszu listajan taldlunk olyan szint ami a szomszédai
szinétél kiillonbozik, ezzel a szinnel szinezve v—t, G megfelel§ szinezését kapjuk. 2 pont

3. Tetszbleges G sikgrafra legyen n(G) a cstcsok, e(G) az élek, t(G) a tartomédnyok széma.
Mennyi a 2n(G) + 3e(G) + 4¢(G) érték maximuma, ha n = n(G) rogzitett?

Ha n =1, akkor nyilvédn 6 a véalasz, ha n = 2, akkor 11. Tegyiik fel, hogy n > 3. 1 pont
Léthatd, hogy egy 1j él behuzdsaval a 2n(G) + 3e(G) + 4t(G) mennyiség né: 2n(G) nem valtozik, 3e(G) nd, és 4¢(Q)
nem csokken. 4 pont
Tanultuk, hogy minden sikbarajzolt graf dj élek behizdsdval haromszogeléssé tehetd. Ezért 2n(G) + 3e(G) + 4t(G) a
maximumat akkor veszi fel, amikor G haromszogelés. 2 pont
Ekkor az Euler formula alapjén n — e + ¢ = 2, 2e = 3t, ebbdl e(G) = 3n — 6, t(G) = 2n — 4, behelyettesitve
2n(G) + 3e(GQ) + 4t(G) = 19n — 34. 3 pont

4. Tetsz6leges G grafra legyen G’ a kovetkezo graf. Vessziik G—nek és G komplementerének
egy-egy diszjunkt példanyat, és az egymasnak megfelel csticsokat a két példanyban 6sszekotjiik.



(a) Milyen n—re lesz a K, graf perfekt? (K, a teljes n csicsu graf.)
(b) Milyen n-re lesz a C! graf perfekt? (C,, az n csicsu kor.)

(a) Minden n-re perfekt lesz. Tekintsiik egy H feszitett részgrafjat. Bebizonyitjuk, hogy x(H) = w(H). 1 pont
H egy k csicsu teljes graf, néhany csicséardl lelog egy él, és ezenkiviil lehet még néhany izolalt pont. 2 pont
Ennek a grafnak k > 2 esetén a klikkszama k, és ennyi szinnel konnyedén ki lehet szinezni. Ha k = 1, akkor legfeljebb
egy éle van H-nak, ha k = 0, akkor pedig egydltaldn nincs éle. Tehét ezekben az esetekben is x(H) = w(H). 2 pont
(b) Han = 1, 2, vagy 3, akkor C;, = K,, tehat perfekt. 1 pont

Ha n > 3, akkor legyen w1, vz, vs harom szomszédos csics Cp—en, és legyenek a megfelel$ csicsok ui, uz, us Ch
komplementerében. Ekkor Cj-ben v1,v2,vs3,us,u1 éppen egy 5 hosszi kort feszitenek, tehdt n > 3 esetén C), nem
perfekt. 4 pont

5. Legyen G egy sikgraf, lerajzolva a sikra, dudlisa egyszerli graf. Legyen H a kovetkezd graf.
H cstcsai G csucsainak, illetve G tartomanyainak felelnek meg. H két csticsa, u és v Ossze van
kotve éllel akkor és csak akkor, ha

a. u és v is G csucsdnak felel meg, és a megfelel6 csticsok Gssze vannak kotve G—ben.

b. u G csucsdnak felel meg, v G tartomdnydnak, és a megfelel6 csics a megfeleld tartomany
hataran van.

c. u és v is G tartomdnydnak felel meg, és a megfelel6 tartomanyok egy él mentén hatarosak.

Bizonyitsuk be, hogy x(H) < 8. (x(H) a H kromatikus szdma.)

H-nak azok a csticsai, amelyek G csiicsdnak felelnek meg, éppen egy G—vel izomorf részgrafot feszitenek. A négyszintétel

miatt ezt a részgrafot kiszinezhetjiik négy szinnel. 4 pont
H-nak azok a csticsai, amelyek G tartomanyainak felelnek meg, G dudlisaval izomorf részgrafot feszitenek. Ez is egy
sikgraf, ezt ismét a négyszintétel miatt kiszinezhetjiik tovabbi négy szinnel. 5 pont
Ez H-nak egy j6 szinezése lesz, tehdt x(H) < 8. 1 pont

6. Adott 100 koriv egy koron. Bizonyitsuk be, hogy vagy van olyan pont a koron, amit
legalabb 10 koriv tartalmaz, vagy pedig van 10 paronként diszjunkt koriv.

(Sokkal kellemesebb lenne, ha nem korivek, hanem egy egyenesen intervallumok lennének, mert akkor alkalmazhatnank
a Dilworth tételt, illetve az intervallum grafok perfektségét.)

Legyen p a kornek egy pontja. Ha p—t legaldbb 10 koriv tartalmazza, akkor készen vagyunk. Tehét tegyiik fel, hogy
p—t legfeljebb 9 koriv tartalmazza. Hagyjuk el ezeket a koriveket. 4 pont
A tObbi, legaldbb 91 koriv nem tartalmazza p—t, ezért az M 91 csicsi metszés—grafjuk pontosan egy intervallum-graf,
ami perfekt. Tehdt w(M)a(M) > 91, ezért vagy van 10 paronként diszjunkt koriv, vagy 10 paronként metszd. 4 pont
Az els§ esetben készen vagyunk, a masodik esetben, felhasznélva hogy ezen kérivek nem tartalmazzik a p pontot, a
10 koérivnek van k6zos pontja. 2 pont

Misik befejezés:
Tekintsiik ezt a 91 intervallumot, és definidljunk egy részbenrendezést a korivek kozott. Legyen I1 és o két koriv,
I, < I akkor és csak akkor, ha I és I2 diszjunktak, és érajaras szerint a kéron I; utdn van I, és utana p. 4 pont

Ekkor a Dilworth tétel szerint vagy van egy 10 hosszi ldnc, vagy egy 10 hosszi antildnc. Az els§ eset 10 paronként
diszjunkt korivet jelent, a masodik eset 10 paronként metszot. 2 pont



