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Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitdas kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddashoz vezeté gondolatmenet
megfelel$ részének végiggondolasa vildgosan kidertiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektél eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibédnként) 1 pontot vonunk le.

1. a. Bizonyitsuk be, hogy R(3,3,3,3) < R(6,6).

b. Bizonyitsuk be, hogy R(k, k, k, k) < 4%

(R(ky, ks, ..., ky) a legkisebb R szam azzal a tulajdonsdggal, hogy egy teljes R csticsu graf
éleit akarhogy szinezzik az 1, 2, . .., m szinekkel, valamilyen i—re lesz egy k; csticsu teljes részgraf,
amelynek az Osszes éle i szinii.)

a. Azt kell beldtni, hogy egy R(6,6) csticst graf éleit 4 szinnel szinezve mindig taldlhaté egyszinti hdromszog. 1 pont
Tekintsiink egy ilyen szinezést az 1, 2, 3, és 4 szinekkel. Helyettesitsiik az 1 és a 2 szineket az 12 szinnel, a 3 és 4

szineket a 34 szinnel. 1 pont
R(6,6) definici6jdbdl kovetkezik, hogy van 6 csics, vi,ve, ..., ve, amelyek kozott az Osszes él ugyanolyan szind. Az
egyszerlseg kedvéért tegyiik fel, hogy ez az 12 szin. 1 pont
Ekkor az eredeti szinezésben a vi,va, ..., vs kozotti élek 1 vagy 2 szintiek. 1 pont
Mivel R(3,3) = 6 (volt 6rén, és konnyen lathatd) ezért vi,va,...,vs kozott van hdrom amelyek kozott az Osszes él
ugyanolyan szinf. 1 pont
b. Hasonléan mint az a. részben, beldthatd, hogy tetszéleges k > 2 esetén R(k, k, k, k) < R(R(k, k), R(k,k)). 2 pont
Azt is tudjuk, (Erd8s—Szekeres tétel) hogy R(m,m) < (2:;:12) <4m. 1 pont
Ennck alapjén R(k, k, k, k) < R(R(k, k), R(k, k)) < R(4%,4%) < 44" 2 pont

2. Bizonyitsuk be, hogy R(4,4,4,4) kiilonb6z6 pont a sikon legaldbb 5 kiilonb6z6 tavolsagot
hataroz meg.

Tegytiik fel, hogy adott R(4,4,4,4) kilonb6z6 pont a sikon, amelyek csak négy kiilonb6z6 tavolsdgot hatdroznak meg.

Szinezziik ki a pontok kozotti éleket négy szinnel, aszerint, hogy a megfelel6 élnek mennyi a hossza. 4 pont
R(4,4,4,4) definicidja alapjén lesz négy pont, amelyek kozott az Osszes él ugyanolyan szind. 3 pont
Csakhogy a sikon ez lehetetlen, nincs olyan négy pont, hogy barmely kett6 tavolsdga ugyanannyi. 3 pont

3. G egy paros graf A és B osztalyokkal. Barmely két A-beli pontnak, illetve barmely két
B-beli pontnak pontosan 2 kozos szomszédja van. Bizonyitsuk be, hogy |A| = |B].

1. megoldés: Legyen X a grafban taldlhaté Cs—ek (4 hosszi korok) szdma. A feltétel szerint barmely két A-beli
pontnak pontosan két kozos szomszédja van, igy barmely két A-beli ponthoz pontosan egy Ci—et taldlhatunk, amin 6k
rajta vannak. Igy minden Cy4—et pontosan egyszer szamoltunk, hiszen minden Cs—en pontosan két A-beli és két B—beli

pont van. 5 pont
Tehat X = ("24‘) 1 pont
Ugyanigy okoskodhatunk A és B szerepét felcserélve, tehat X = (“23‘) 3 pont
Ebbél kovetkezik hogy X = ("24‘) = (“23‘), vagyis |A| = |B|. 1 pont
2. megoldas: Tegyiik fel, hogy van két olyan A-beli pont, amelyeknek pontosan ugyanazok a szomszédai B—ben.
Ekkor pontosan két k6zos szomszéd van a feltétel alapjan. 1 pont

Ha van egy harmadik pont is A-ban, akkor az a két B-beli pont annak is szomszédja, de ekkor a két B—beli pontnak
mar harom koézos szomszédja lenne. Hasonléan nem lehet B—ben sem tovabbi pont. Ugyanigy érvelhetiink, ha van két
olyan B-beli pont, amelyeknek pontosan ugyanazok a szomszédai A-ban. Tehét ezekben az esetekben |A| = |B| = 2.



2 pont
Mostantdl tehat feltehetjiik, hogy semelyik két pontnak sem pontosan ugyanazok a szomszédai. Definidljunk egy A
hipergrafot, amelynek az alaphalmaza A, és minden B-beli b pontra b szomszédai alkossanak egy hiperélet. Ennek a

hipergrafnak |A| pontja van és |B| éle, és barmely két él (részhalmaz) metszete pontosan két elemf. 3 pont
A Fisher egyenl8tlenség alapjan ekkor |B| < |A]. 1 pont
Most cseréljiik meg A és B szerepét, definidljuk a B hipergrafot, erre alkalmazva a Fisher egyenlGtlenséget azt kapjuk
hogy |A| < |B]. 2 pont
Tehat |A| = |B]. 1 pont

4. G egy 100 csucesu és 4501 éla graf. Bizonyitsuk be, hogy G—nek minden 11 cstcsu graf
részgrafja.

Elég belatni hogy G tartalmaz egy 11 csicsu teljes grafot, mert ennek minden 11 csicsu graf részgrafja. 3 pont

A Turan tétel alapjan a 100 csicsu, 11 csicsu teljes grafot nem tartalmazoé grafok koziil a Thoo,10 Turdn grafnak van

a legtobb éle. 3 pont
Ennek éppen 100(120) = 4500 éle van, tehat egy 4501 éld graf mar biztosan tartalmaz egy 11 cstcsu teljes gréafot.

4 pont

5. G egy n cstcsu Osszefliggd sikgraf lerajzolva a sikra (metszés nélkiil), n > 3 rogzitett.
Ty, T, ..., T, atartoményok, beleértve a nem korlatos tartoményt is. Legyen s(T;) = |T;| — 2,
és legyen s(G) = > s(T;). Mennyi s(G) lehetséges legnagyobb értéke?

(I7;] a T; tartomédny hatérdn levé élek szdma, ha egy él mindkét oldalrdl hatarolja, akkor
kétszer szdmoljuk.)

Legyen e az élek széma. » " s(Ti) = " |T;[—> " 2=2e—2m, mert ay " |T;| tagban minden élet pontosan

kétszer szamoltunk. 4 pont
Az Euler formula alapjan n —e 4+ m =2 3 pont
Tehat s(G) = 2e — 2m = 2n — 4, minden n csicsu Osszefliggd sikgréfra, ez persze egyben a lehetséges legnagyobb érték
is. 3 pont

6. Kirdndul6 Karoly 100 kiilonboz6 targyat szeretne vinni kirdndulni, de sajnos nem mind

fér be a hatizsédkjaba. Ezért annyi holmit csomagol, amennyit csak tud (nem tud semmi tovabbi
100
50

ossze. (Két csomag kiilénboz6, ha nem pontosan ugyanazok a targyak vannak benne.)
Adjunk olyan targy és hatizsdk méreteket, amikor tényleg Gsszeallithaté ennyi féle csomag.

targyat betenni a hatizsdkba). Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb ( ) kiilonb6zo csomagot allithat

Definidljunk egy hipergrafot, amelynek az alaphalmaza 100 elemii, megfelelnek a 100 targynak, a hiperélek pedig a
targyak részhalmazai, amelyek megfelelnek a lehetséges csomagoknak. 2 pont
Ha A és B két hiperél, akkor A nem lehet részhalmaza B-nek, hiszen ebben az esetben az A—hoz tartozé targyakhoz
tovabbi targyakat lehetne csomagolni. 3 pont
Vagyis a hipergrafunkban semelyik hiperél sem tartalmazza a maésikat. Ekkor a Sperner tétel alapjan legfeljebb (15000)
hiperéliink lehet. 3 pont
Ennyi tényleg lehet: legyenek a targyak egyformak, a zsdk pedig akkora, hogy pontosan 50 targy fér bele. Ekkor

minden 50 méreti részhalmaz megfelel egy lehetséges csomagnak. 2 pont



