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Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddashoz vezeté gondolatmenet
megfelelé részének végiggondolasa vildgosan kidertiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektél eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibédnként) 1 pontot vonunk le.

1. Egy 0sszefiiggo sikgrafnak 700 csticsa és 1000 éle van. Bizonyitsuk be, hogy a dualisa nem
egyszerl graf.

Legyenek di,ds, .. .,d70 a csiucsok fokszamai. di + d2 + - - - + d7o0 = 2e = 2000 1 pont
Ha minden d; > 3, akkor d1 + d2 + - - - 4+ d7o0 > 3 - 700 = 2100, ami tehat lehetetlen. 3 pont
Ezért van olyan csics, aminek a fokszama kevesebb mint 3. 1 pont
Mivel a gréf 6sszefliggd, 0 foku pont nincs, tehat valamelyik csics foka 1 vagy 2. 2 pont
Egy 1 fokd pont a dudlisban egy hurokélnek felel meg, egy 2 foku pedig egy kétszeres élnek. 2 pont
Tehét a dudlis nem lehet egyszerd graf. 1 pont
2. G sikgréf, cstucsai vy, v, ..., v,, n > 11. Minden v; csicsdhoz tartozik egy L(v;) szinlista.

Minden i > 11-re |L(v;)| = 6, és 1 < i < 11-re |L(v;)| = 5. Bizonyitsuk be, hogy G L-szinezhetd.

A kovetkezd (hajszdlnyival er8sebb) allitdst bizonyitjuk, a csticsok szdméra vonatkozé teljes indukciéval. Ha k < 11

csucs listdja 5 hosszid, a tobbié 6 hosszui, akkor a graf kiszinezhet6 az adott listakrol. 1 pont
Ez legfeljebb 5 csicsu grafokra trividlisan igaz. 1 pont
Tegyiik fel, hogy n—nél kevesebb csticst grafokra mar belattuk az allitast. Tekintsiink egy n csticsu grafot a feltételeket
kielégito listakkal. 1 pont

Ha van egy v legfeljebb 4 foku csics, akkor hagyjuk el, a maradék graf az indukcids feltevés alapjan kiszinezheté az
adott listakrol. Tegyiik vissza a v csicsot, legalabb 5 hosszu a listaja, és legfeljebb 4 tiltott szin van a szomszédai miatt,

igy 6t is ki tudjuk szinezni. 2 pont
Ha pedig minden fokszam legaldbb 5, akkor legaldbb 12 darab 5 foku csics van, mert a fokszamok Gsszege legfeljebb
6n — 12. 2 pont

Ezért valaszthatunk egy olyan v 5 foku csicsot, amelynek 6 hosszu a listdja. Ezt elhagyva a maradék graf az indukcids
feltevés alapjan kiszinezhet$ az adott listakrdl. Tegyiik vissza a v csucsot, ennek 6 hosszu a listdja, és legfeljebb 5 tiltott
szin van a szomszédai miatt, igy 6t is ki tudjuk szinezni. 3 pont

3. A G osszefliggd 2011 csucesu sikgraf részgrafja a dudlisanak. Hany éle van?

Tegyiik fel, hogy G—nek n csicsa, e éle és t tartomédnya van. 1 pont
Egy gréafnak és a dudlisanak ugyanannyi éle van. 1 pont
G—nek nincs izoldlt pontja, mert Osszefiiggs. 1 pont
Ezért G és a dudlisa izomorfak, igy a dudlisnak is n csicsa van. 3 pont
G minden tartoménya megfelel a dudlis egy csicsanak, ezért n = t. 2 pont
Ekkor viszont az Euler formula alapjan n —e+n =2, e = 2n — 2. 1 pont
Behelyettesitve e = 4020. 1 pont

4. Tetszoleges G grafra legyen 2G a kovetkezd graf. Vessziikk G két diszjunkt példanyat, és
az egymasnak megfelel6 csicsokat a két példanyban Gsszekotjiik.

(a) Milyen n—re lesz a 2K, graf perfekt? (K, a teljes n cstcsu graf.)

(b) Milyen n-re lesz a 2C,, graf perfekt? (C,, az n csicsu kor.)



(a) 2K, komplementere egy K, . teljes paros graf, minusz egy teljes parositds a két osztdly kozott. 1 pont

Ez egy paros graf, tehat perfekt. 2 pont
A gyenge perfekt graf tétel miatt, ennek a komplementere, 2K, is perfekt. 2 pont
(b) 2C,, tartalmazza Cp—et mint feszitett részgraf. 1 pont
Tehat ha n > 5 és paratlan, akkor 2C,, nem perfekt. 1 pont
Ha n péros, akkor viszont 2C, péaros graf: egyik osztaly az egyik C,, paros indext pontjai, és a masik paratlan indext
pontjai. A masik osztaly a tobbi pont. Ezért 2C, perfekt. 1 pont

Ha n = 3, akkor pedig kénnyen ellendrizhetd hogy 2C,, nem tartalmaz feszitett 5 hosszi kort. (sem a komplementerét,
ami ugyancsak feszitett 5 hosszi kor.) Akdrhogy hagyunk el egy pontot a hat kozil, ugyanazt a feszitett részgréfot
kapjuk, de ez nem 5 hosszu kor. 1 pont

Tehéat ha n > 5 és pératlan, akkor 2C,, nem perfekt, kiilonben igen. 1 pont

5. Legyen G(V,FE) egy graf, amelyre £ = E; U E,y, és a G1(V, Ey) és Go(V, Es) grafok
sikgrafok. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 12. (Vagyis két sikgraf unidja kiszinezhet6 12 szinnel.)
Mutassunk olyan grafot, ami két sikgraf unidja, és a kromatikus szama legalabb 6.

A csticsok szdmaéra vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk az allitast. Ha n < 12 akkor az alllitas trividlis. Tegyiik

fel, hogy n-nél kevesebb csicsu grafokra mér belattunk az allitdst. 1 pont
Egy n csicsu sikgrafnak legfeljebb 3n — 6 éle van, tehat két sikgraf unidjanak legfeljebb 6n — 12. 1 pont
Ha minden d; fokszam legalabb 12 lenne akkor 2¢ = di +d2 + - - - +dn > 12n, ami lehetetlen. Tehéat van egy legfeljebb
11 foku v cstucs. 3 pont
Ezt a cstcsot elhagyva, az indukcids feltevés szerint a maradék graf kiszinezhet6 12 szinnel. 1 pont
Tegyiik vissza a v csucsot, mivel ennek legfelebb 11 a fokszdma, legfeljebb 11 tiltott szin van, ezért ezt is ki tudjuk
szinezni a 12 szin valamelyikével. 1 pont

A 6 csicsu teljes graf kénnyen megkaphaté mint két sikgraf unidja, és természetesen 6 a kromatikus szdma. 3 pont

6. Adott 100 darab graf, Gy, Ga, ..., G1g. Bizonyitsuk be, hogy vagy van koztiik 10 olyan,
amelyek koziil egyik sem részgrafja a méasiknak, vagy van koztiik 10 olyan, hogy barmely kett6bol

valamelyik részgrafja a masiknak.
El6szor egy hidnyos megoldas: Tegytik fel, hogy a G1,Ga,. .., G0 grafok kiilonbozoek.

Vezessiink be egy relaciét a grafok kozott. G < G ha G részgrafja Gj—nek. 2 pont
Ez nyilvan reflexiv, hiszen minden graf részgrafja énmaganak. 1 pont
Antiszimmetrikus, mert ha G; részgréfja G;—nek, és G; részgrafja G;—nek, akkor ¢ = j. (itt hasznéljuk, hogy
kiilénbozéek a grafok) 1 pont
Es tranzitiv, mert ha G; részgrafja G;—nek, és Gy, részgrafja Gi—nek, akkor Gy, részgrafja G;—nek. 1 pont
Tehat a Dilworth tétel, vagy a dudlis Dilworth tétel, vagy az 6sszehasonlitas grafok perfektsége miatt, ha a leghosszabb
ldnc méterete [, a legnagyobb antildnc méterete a, akkor al > 100, tehdt valamelyikiik legalabb 10. 4 pont

A teljes megoldds, amikor lehetnek egyformadk is a grafok kozott:
Vezessiink be egy relaciét a grafok kozott. G; < G; ha G; = G és i < j, vagy G; # G; G; részgrafja Gj—nek. 3 pont

Ez nyilvan reflexiv, hiszen minden graf részgrafja énmaganak. 1 pont
Antiszimmetrikus, mert ha G; < G; és G; < G;, akkor i = j. 1 pont
Es tranzitiv, mert ha G; < G; és G < Gj, akkor Gy < Gj. 1 pont

Tehét a Dilworth tétel, vagy a dudlis Dilworth tétel, vagy az 6sszehasonlitas grafok perfektsége miatt, ha a leghosszabb
lanc méterete [, a legnagyobb antilanc méterete a, akkor al > 100, tehat valamelyikiik legaldbb 10. 4 pont



