Kombinatorika és grafelmélet 2.
10. gyakorlat, 2011. aprilis 20.

Hipergrafok

Az eléz6 feladatsorrdl:

15.

Adott sikon m egyenes. Tegyiik fel, hogy az egyenesek nem illeszkednek ugyanarra a pontra, és hogy
az egyenesek koziil semelyik kett6 sem parhuzamos. Bizonyitsuk be, hogy ezen egyenesek legaldbb
m metszéspontot hataroznak meg!

Ijj feladatok:

1.

10.

11.

a. Egy fanak legfeljebb hany dsszefiiggd részgrafjat valaszthatjuk ki ugy, hogy egyik kivalasztott
részgraf se legyen részgrafja egy masik kivalasztott részgrafnak? b. Egy fanak legfeljebb hany
feszitett részgrafjat valaszthatjuk ki Ugy, hogy egyik kivélasztott részgraf se legyen részgrifja egy
masik kivalasztott részgrafnak?

. Mutassuk meg, hogy ha az F C 2" halmazrendszernek 2”1 tagja van és ezek koziil semelyik kett

sem diszjunkt, akkor 1éteznek Fi, F5 € F olyan tagjai a rendszernek, amiknek pontosan egy kozos
elemiik van.

. Legyen F Egy olyan halmazrendszer, ami nem tartalmaz s + 1 hosszi ldncot (azaz A; C Ay C

.-+ C A1 halmazokat). Bizonyitsuk be, hogy 31, (f—) < s, ahol fi, a k méret( halmazok szaméat
k

jeloli.

. Legyen F C 22" olyan metsz8 halmazrendszer, amely minden tagjénak péros az elemszdma.

Mutassuk meg, hogy F-nek legfeljebb 2272 tagja lehet.

. Tegyiik fel, hogy a H = (V, £) hipergrafnak barmely két éle diszjunkt vagy az egyik tartalmazza a

maésikat. Legfeljebb hény éle lehet H-nak?

. Jelolje S(n) az [n] alaphalmaz Sperner tulajdonsdgi halmazrendszereinek szdmat. Mutassuk meg,

hogy az n-valtozdés monoton Boole-fliggvények szama S(n). (Boole-fiiggvénynek nevezziik a logikai
fiiggvényeket, azaz az n-valtozés Boole-fiiggvény egy f : {0,1}" — {0,1} fiiggvény, és egy ilyen
fliggvény akkor monoton, ha igaz, hogy egy igaz kiértékelésben néhdny hamis véltozé igazra
allitasatdl a kiértékelés mindig igaz marad.)

. Legfeljebb hany klubot alapithat MOD-3-FALVA n lakéja? Ha A; jeloli az i-dik klub tagsagét,

akkor |A;| # 0 (mod 3) és minden i # j-re |A; N A;| =0 (mod 3). (*)

. Tegyiik fel, hogy egy n feladatbdl 4116 dolgozatban minden feladatra 0, 1 vagy 2 pontot lehet kapni.

Tegyiik fel, hogy szdmos didk megirta a dolgozatot, de nincs két olyan didk, akik koziil az egyik
minden egyes feladatra legaldbb annyi pontot kapott, mint a mésik. Bizonyitsuk be, hogy ha a(k, 1)
jeloli a k pontot eléré didkok koziil azoknak a szamdt, akik [ feladatra kaptak 2 pontot, akkor

a(k,l)-2F—2
Sy S <1 (%)

()

. Tegyiik fel, hogy a H = (V, £) hipergraf nem tartalmaz kort, azaz nincs olyan paronként kiillonboz6

csicsokbdl és hiperélekbdl all6 x1, Fr, xo, Es, . ..z, Ek, Trx+1 = 21 sorozat, ahol az E; él tartalmazza
az x; 6s w11 cstcsokat. Mutassuk meg, hogy ha () nem éle H-nak és H Osszefiiggt is (azaz V nem
allithaté el6 két diszjunkt nemiires V3 és V5 halmaz uniéjaként tigy, hogy minden hiperél valamelyik
V; halmaz része), akkor igaz, hogy Y {|EF|—-1: E €&} =|V|-1.

Mutassuk meg, hogy ha a H = (V, &) hipergraf 3-uniform, és |E| > |V| — 1, akkor H tartalmaz
legalabb 3 hosszu kort.

Egy péros graf két osztdlya A és B. Barmely két A-beli pontnak pontosan 97 k6zos szomszédja
van, és barmely két B—beli pontnak pontosan 111. a. Mutassunk ilyen grafot. b. Bizonyitsuk be
hogy nincs ilyen gréf, amelyre |A| = |B| = 1000.



Tavalyi zarthelyi feladatok

1.

Mutassuk meg, hogy R(3,3,...,3) < k!l(1+ % + % + 4+ %) +1.
k

Tegyiik fel, hogy a gobmbon gy adott 12, egymastdl nem feltétleniil kiilonb6zé pont, hogy azokbol
legalabb 49 kiilonb6z6 egységtavolsagralévo pontpar valaszthato ki. Igazoljuk, hogy a gomb sugara
kisebb 1-nél.

Tegyiik fel, hogy az F C 2" halmazrendszernek nincs két diszjunkt tagja. Mutassuk meg, hogy
van olyan F-t tartalmazé F' C[" halmazrendszer, amire F/ metsz6 és |F'| = 21,

Legfeljebb hany vektort tartalmazhat az X C {0,1}" halmaz, ha tetsz6leges u,v € X vektorokra
létezik olyan i € [n] koordindta, amire u;, = 1 és v, = 07

Hazi feladat

1.

Mutassunk olyan F C 2" halmazrendszert, hogy F béarmely két tagjanak metszete legaldbb két
elemet tartalmaz és |F| = 2"~2? Létezhet-e ennél nagyobb halmazrendszer a fenti tulajdonsiggal?

. Tegyiik fel, hogy k < n/2 és F C ([Z]) olyan metszd halmazrendszer, amire | F| = (Zj) Mutassuk

meg, hogy [n]-nek van olyan i eleme, amit F minden tagja tartalmaz. (Az Erdés-Ko-Rado tétel
egyenldség esete.)



