Kombinatorika és grafelmélet 2.

6. gyakorlat, 2011. marcius 16.
A 4. és 6. feladat megolddsa

. Egy grafot kilsikgrdfnak neveziink, ha lerajzolhaté a sikba az élek keresztez6dése nélkiil igy, hogy
minden cstcs rajta van az egyik (példdul a kiilsd) tartomény hatdrdn. (a) Legfeljebb hény éle lehet
egy kiilsikgrafnak? (b) Adjunk a Kuratowski-tételhez hasonlé karakterizaciot a kiilsikgrafokra, azaz
adjunk meg egy olyan (véges) F grathalmazt, hogy igaz legyen a kovetkez6: egy graf pontosan akkor
kiilsikgraf, ha nem tartalmaz F-beli graffal topologikusan izomorf részgréfot! (c) Legfeljebb mennyi
a kromatikus szdma egy kiilsikgrafnak?

. Legfeljebb mennyi a perfekt sikgrafok kromatikus szdma?

. Bizonyitsuk be, hogy minden (legaldbb hdrom csticsii) sikgrafnak van legaldbb harom olyan csicsa,
amelyeknek a foka kevesebb mint hat.

. Legyen G egy tetszdleges graf, cstcsai vy, vs, ..., vy, és k > 3. Képezziik a H grafot tgy, hogy Cy,
a k hosszi kor mindegyik csicsdt helyettesitjitk G—vel. Pontosabban: H csicsai v}, 1 < i < n,
1 <j <k, minden 1 <j < k-rav] és v/ dssze van kotve H-ban akkor és csak akkor ha v; és v

i .

Ossze van kotve G-ben, és minden 1 < j < m < k-ta v} és v]" Ossze van kotve H-ban akkor és

csak akkor ha m = j+ 1 vagy j =1 és m = k. Milyen G, k, esetén lesz H perfekt?

Megoldas: Ha k paratlan és legalabb 5, akkor H nem lesz perfekt, mert tartalmaz k hosszu feszitett
kort: példdul v], 1 < j < k. Ha G nem perfekt, akkor sem lesz perfekt, mert G feszitett részgrafja
H-nak: példaul v}, 1 <i <n.

Ha viszont k = 3 vagy k péros, és G perfekt, akkor H is perfekt. Ez kovetkezik a kovetkezo feladat
megoldasabol. H-t ugy kapjuk Ci-bol, hogy sorban a csicsait helyettesitjik G-vel.

. Legyenek G, és G4 perfekt grafok, képezziik a G grafot gy, hogy G egyik cstcsat helyettesitjik
G2-vel. Pontosabban: G egy v cstcsa helyére betessziik a G4 grafot, és G5 0sszes cstucsat 0sszekotjik
v szomszédaival. Bizonyitsuk be, hogy G perfekt.

. Adott egy ABC héromszdg, és benne n pont. Bizonyitsuk be, hogy kivdlaszthaté &/n pont gy,
hogy barmely kettd altal meghatarozott egyenes a haromszognek ugyanazt a két oldalat metszi.

Megoldas: Legyen P az n pont halmaza. Vezessiink be harom relaciét az n pont kozott.

u <4 v akkor és csak akkor, ha u = v vagy az uv egyenes u fel6li meghosszabbitdsa az AB oldalt
metszi, a v fel6li meghosszabbitasa az AC oldalt metszi.

u <p v akkor és csak akkor, ha u = v vagy az uv egyenes u fel6li meghosszabbitdsa a BC' oldalt
metszi, a v fel6li meghosszabbitasa a BA oldalt metszi.

u <¢ v akkor és csak akkor, ha u = v vagy az uv egyenes u fel6li meghosszabbitdsa a C'A oldalt
metszi, a v fel6li meghosszabbitasa a C' B oldalt metszi.

Nem nehéz ellendrizni, hogy ezek a relacidk antiszimmetrikusak, reflexivek, és tranzitivak, tehat
részbenrendezést definidlnak, és barmely két pont 6sszehasonlithaté pontosan az egyikkel.

A Dilworth tételbdl, vagy a dualis Dilworth tételbdl kovetkezik, hogy ha egy m elemi részben
rendezett halmazban a leghosszabb lanc mérete [, a legnagyobb antildnc mérete a, akkor al > m.

(P, <4) egy részbenrendezett halmaz, {gy a fentiek miatt vagy van benne egy </n hossz ldnc, vagy

egy \3/52 méreti antildnc. Az elsd esetben készen vagyunk. A mdsodik esetben legyen P’ az a \3/52
pont amelyek antildncot alkotnak.

(P',<p) egy részbenrendezett halmaz, {gy a fentiek miatt vagy van benne egy </n hosszi lanc,
vagy egy </n méretll antildnc. Az elsd esetben megint készen vagyunk. A mésodik esetben az
antilancot alkoté pontok nem hasonlithatéak 6ssze az elsé két relacidval, de ekkor barmely kettd
Osszehasonlithaté a harmadik, <¢ relaciéval, igy ismét készen vagyunk.



