Tétel. (a) (Thomassen) Minden sikbarajzolhato graf listaszinezési szama legfeljebb 5. (b) (Voigt) Van
olyan sikbarajzolhato grdf amelynek 5 a listaszinezési szdma.

Elek hozzdaddsdval nem csokkenhet a listaszinezési szam, ezért feltehetjiik, hogy a grafunk minden
korlatos tartomédnya haromszog, a kiilsé tartoméany hatdra pedig egy kor. Az ilyen grafokat majdnem
hdromszogeltnek hivjuk.

A Tétel (a) része azonnal kovetkezik az alabbi Lemmabdl.

Lemma. Legyen G egy majdnem hdromszégelt grdaf, legyen B a kiilsé tartomdnyt hatdrolo kor, és
legyen x, y két szomszédos csics B—n. Tegyiik fel, hogy

1. x listdja egy elemi: « (vagyis elé van irva a szine)
2. y listdja egy elemi: B, B # a.
3. Minden tovdbbi z € B csiucsnak 8 hosszi szinlistdja van.

4. A belsd pontoknak 5 hossziu szinlistdja van.

Ekkor G kiszinezhetd az adott listakrol.

Bizonyitas. (a) A cstcsszamra valé indukciéval bizonyitunk. Hérom csicsu grafra az allitas triviélis.
Tegylik fel, hogy G—nek n csticsa van, és kevesebb mint n csiicsu grafokra mar belattuk az allitast.

1. eset: B—nek van hurja, vagyis van két cstcs, u és v, amelyek B—n nem szomszédosak, és Ossze
vannak kotve éllel. Az u és v cstics B—t két részre vagja, Bi—re és Bo—re. Tegyiik fel, hogy x és v,
a specidlis csiicsok Bj—en vannak. A G graf felbomlik két majdnem haromszogelt részgraf unidjara,
G1-re, amelyet B; Uwuv hatarolja, és Go—re, amelyet By U uv hatdrolja. Minden cstcsnak tartsuk meg
az eddigi szinlistdjat. Az indukcids feltevés szerint Gy kiszinezhet6 az adott listakrdl, szinezziik ki, és
tegyiik fel, hogy u szine C'(u), v szine C'(v). Tekintsiik most a Gy grafot az adott lisdkkal. u listajabol
toroljik az Osszes szint, kivéve C'(u)-t, és v is listdjabdl toroljik az osszes szint, kivéve C'(v)—t.

Az indukciés feltevés szerint G4 kiszinezhet$ az adott listakrél. Szinezziik ki, ezutan a két szinezést
Osszeilleszthetjik, és megkapjuk G megfelel6 szinezését.
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1. eset: van atlé

2. eset: B-nek nincs hirja. Legyen v az («a szinli) x csics y—tdl kiillonbozé szomszédja B—n.
Legyenek x,v1,vo,...,v, w v szomszédai. Mivel G majdnem hiromszogelt, ezek egymassal sorban
6ssze vannak kotve, persze mindegyik 6ssze van kétve v—vel, = és w kiils6 pontok (vagyis B—n vannak),
v1,V9,...,0; pedig belsé pontok.



Legyen G’ egy majdnem hdromszogelt graf, amelyet gy kapunk, hogy toroljiik v-t G-bél. G’
kiilsé B’ kore B\ {v} U{v1,ve,...,v:}. A v csicsnak 3 hosszi listdja volt, tehdt van benne két szin,
mondjuk v és ¢, amelyek kiilonboznek x szinétél, a—toél. Toroljik y—t és 0—t vy, va, ..., v; listdibdl, ha
egyaltalan szerepelnek. Ha nem, akkor is csOkkentsiik le ezeknek a csicsoknak a listait 3 hosszura.
Most alkalmazhatjuk az indukcids feltevést G'-re, szinezziik ki G’ csticsait a listakrol. Végiil tegyiik
vissza a v csicsot. A v és ¢ szinek koziil legaldbb az egyik kiilonbozik w szinétél. Szinezzilk v—t erre
a szinre. Ez G megfelel§ szinezését adja.
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2. eset: nincs atlo

(b) Most pedig mutatunk egy 130 cstcsu sikgrafot, 4 hosszu listakkal, amely nem szinezhet6 az
adott listakrol.

Legyen D(a, 3) az dbran lathaté “dupla oktaéder” graf, amelynek minden csticséhoz tartozik egy
szinlista. Konnyen lathaté, hogy D(«, ) nem szinezhetd az adott listakrdl. Csak egy baj van vele,
hogy a legfelsé és legalsd csticsahoz 1 hosszu lista tartozik.

Vegyiik mind a 16 darab D(«, 3) gréafot, ahol a € {5,6,7,8} és B € {9,10,11,12}. Ragasszuk
Sket Ossze a legfelsd és a legalsé csticsukndl, (azonositsuk a legfelsd illetve legalsé csicsokat) és ren-
deljitk a kozos legfelsé cstuceshoz az (5,6,7,8), a kozos legalsé csicshoz pedig a (9,10, 11,12) listdkat.
Ismét konnyti ellendrizni, hogy ez a graf nem szinezhetd az adott listakrdl. Ebbol kovetkezik, hogy a
listaszinezési szama legaldbb 5. Az pedig szinte trividlis, hogy legfeljebb 5.
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