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Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszadm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfelel6 részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allités, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az utmutatébeli pontozéas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Az R(10,10) 4+ 1 csicsu teljes graf éleit kiszineztilk harom szinnel, pirossal, kékkel és
zolddel, de csak egy él szine piros. Bizonyitsuk be, hogy talalhaté egy 10 csiicsu teljes részgraf,
amelynek minden éle ugyanolyan szint.

Hagyjuk el az egyetlen piros él egyik végpontjat. 4 pont
fgy egy R(10,10) cstcsu grafot kaptunk, amelynek az élei két szinnel vannak kiszinezve, kékkel és zolddel. 3 pont
R(10,10) definicidja szerint ebben a grafban taldlhato egy 10 csiicsu teljes részgraf, amelynek minden éle ugyanolyan
szinli. Ez ez a részgraf természetesen az eredeti grafban is megtaldlhato. 3 pont

2. Legyen k > 0 tetszoleges egész, és tegyiik fol, hogy ki van szinezve az Osszes valds szam k

szinnel. Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan egyszinti, a, b, ¢ > 0 szdmok, amelyekre a®+b? = 2.

Definidljunk egy 1j szinezést a természetes szamokon, a kévetkez6 médon. TetszOleges x természetes szam szine az 4j

szinezésben legyen ugyanaz, mint \/z szine az eredeti szinezésben. 5 pont
A Schur tétel szerint az Uj szinezésben taldlhaté hdrom egyszinii szdm, z, y és z, amelyekre x +y = z (z = y
megengedett). 3 pont
Az eredeti szinezésben az a = \/z, b = VU, ¢ = /z szdmok egyszinfiek, és a® + b2 =% 2 pont

3. F C 2120131 oy 10 és 20 elemii halmazokbdl 4116, metszé halmazrendszer. (A halmazrend-
szer semelyik két halmaza sem diszjunkt.) Mennyi |F| lehetséges legnagyobb értéke?

Legyen F1 C F az F halmazrendszer 10 elemii halmazainak csalddja, > C F pedig a 20 elemii halmazoké. 2 pont
A feltételek szerint F; is, és F> is metsz6 halmazrendszer, ezért az Erdds-Ko-Rado tétel szerint
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4 pont

Ennyi viszont el is érhet6: vegylik az Osszes, az 1 elemet tartalmazé 10 és 20 elemi részhalmazokat. 4 pont

tehat

4. G egy 100 cstcsu és 3831 éll egyszerti graf. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 9, paronként
éldiszjunkt teljes 5 csicsu részgrafot.

A Turédn tétel szerint ha G-nek tobb éle van, mint a 100 csicst, 4 osztalyd Turdn graf, 7(100,4), akkor G tartalmaz
teljes 5 csicsu részgrafot. 3 pont
T(100,4)-nek 6 - 252 = 3750 éle van, tehat G-nek valéban tobb éle van, tartalmaz teljes 5 csticsii részgrafot. Hagyjuk
el ennek 10 élét, a maradék grafnak 3821 éle van, tovdbbra is tartalmaz teljes 5 csicsu részgrafot. Hagyjuk el ennek is az



éleit, és ezt ismételjiik nyolcszor. Nyolc, paronként éldiszjunkt teljes 5 csicsu részgraf megtalaldsa, majd éleinek elhagydasa
utan még mindig van 3751 éliink, igy a megmaradt grafban még taldlhatunk egy kilencedik teljes 5 cstcsu részgréfot.
7 pont

5. Az F C 2" halmazrendszerrdl tudjuk, hogy minden A € F-re |A| paratlan, de minden
A, B € F-re |AN B| paros. Bizonyitsuk be, hogy

7% (1)

Belatjuk, hogy F egy Sperner rendszer, vagyis semelyik halmaza nem tartalmazza a masikat. Tegyiik fel, hogy
A,B € F és A C B. Ekkor |[AN B| = |A|. Viszont a feltételek szerint |A N B| péros, |A| pedig pératlan, ami egyszerre
lehetetlen. Tehat nem lehet A C B. 7 pont

Ekkor a Sperner tétel szerint
n
|F| < ( )
[n/2]

6. Az {Ay, Ay, ..., Ay} C 27 halmazrendszerben minden i # j # k-ra |4; N A;| = |4, N 4]
Bizonyitsuk be, hogy m <n + 1.

3 pont

Azt allitjuk, hogy az {A1, A, ..., A} halmazrendszerben bdrmely két halmaz metszete egyforma méretii. 2 pont
Legyen i # j, k # l. Ha 14,7 kozil valamelyik egyenl6 k,l koziil valamelyikkel, akkor a feladat feltétele alapjén
|A¢ﬂAj|:‘AkﬂAl‘. 2 pont
Ha viszont 4, j, k, mind kiilonboz8ek, akkor a feltétel alapjan |A; N Aj| = |4, N Al = |Ax N Ayl 2 pont
Tehat a halmazrendszerben barmely két halmaz metszete egyforma, mondjuk A méreti. Ha A\ > 0, akkor a Fisher
egyenlotlenségbdl adddik, hogy m < n. 2 pont

Ha X\ = 0, vagyis barmely két halmaz diszjunkt, akkor minden elemet csak egy halmaz tartalmazhat, és még bevehetjiik
az ires halmazt is, tehdt m < n + 1. (Ugyanezt kapjuk a Frankl-Wilson tétel alkalmazasaval: m < (g) + (71’) =n+1)
2 pont



