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Javitékulces

Az ttmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezeté gondolatmenet
megfelel6 részének végiggondolasa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar. Természetesen az ismertetettektél eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibédnként) 1 pontot vonunk le.

1. A G osszefiiggo, sikbarajzolt grafnak 200 éle van, dualisa egyszerti, paros graf. Bizonyitsuk
be, hogy G-nek legfeljebb 100 cstcsa van.

1. megoldas: Legyen n és e GG csuicsainak illetve éleinek a szama. Mivel G Gsszefiiggd, nincs izoldlt pontja. 1 pont
G dudlisa egyszerii, ezért G-ben 1 foku és 2 foki csiics sem lehet, mert ez hurokélet illetve t6bbszords élet jelentene a
dudlisban. 2 pont
Egy k foku cstics G-ben egy k hosszu korsétat jelentene a dudlisban. Mivel G dudlisa paros gréf, ezért minden korsétaja
péros hosszi, tehdt G-ben minden pont foka paros. 3 pont
Ezekbdl kovetkezik, hogy G-ben minden pont foka legaldabb 4, e > 2n, tehat 200 > 2n vagyis 100 > n. 4 pont
2. megoldés: Legyen n, e, t G csicsainak, éleinek és tartomédnyainak a szama, n*, e*, t* pedig G*, G dudlisa csicsainak,
éleinek és tartomdnyainak a szdma. Tudjuk, hogy e = e* = 200. 1 pont
Mivel G* egyszerii, paros sikgraf, e* < 2n* — 4, ebbél n* > 102. 5 pont
De t = n*, tehét ¢ > 102. 2 pont

Mivel G Gsszefiiggd, az Euler formula alapjan n — e+t = 2 behelyettesitve n —200+ 102 < 2, vagyis n < 100. 2 pont

2. Legyen G(V, E) egy graf, amelyre E = E; U Ey, G1(V, Ey) sikgraf, a Go(V, E5) gréaf pedig
néhany fiiggetlen élbél all. (Fliggetlen élek: nincs kozos végpontjuk.) Bizonyitsuk be, hogy
X(G) < 8. (Vagyis egy sikgraf és néhdny fiiggetlen él unidjanak kromatikus szama legfeljebb 8.)

1. megoldas: Jelolje n G csucsainak a szamat. Indukciéval bizonyitjuk be az allitast. n < 8-ra nyilvanvaléan igaz,
hiszen minden csticsot szinezhetiink k6lonbozé szintire. Tegytik fel, hogy n > 8 és kevesebb csicsu grafokra mar belattuk

az allitast. 2 pont
G1(V, En) sikgraf, ezért legfeljebb 3n — 6 éle van. 1 pont
G2(V, E2) pedig néhdny fiiggetlen é1bdl 4ll, ezért legfeljebb n/2 éle van. 1 pont
Ebbdl kovetkezik hogy G-nek legfeljebb 3.5n — 6 éle van, tehat van egy v csicsa, amelynek a foka legfeljebb 6. 2 pont
A G\ v gréf is teljesiti a feltételeket, tehdt az indukcids feltevés szerint kiszinezhetd 8 szinnel. 2 pont
A v csicsnak csak 6 szomszédja van, igy a nyolc szin koziil legaldbb egy (s6t, kettd!) kiilonbozik ezek szinétdl, ezzel
kiszinezhetjiik v-t. 2 pont

Megjegyzés: ezzel a bizonyitdssal az is kijon, hogy hét szin is elég.

2. megoldds: G1(V, E1) sikgréf, ezért a Négyszintétel szerint kiszinezheté négy szinnel, legyenek ezek P, K, Z, S.

2 pont

G2(V, E2) pedig fiiggetlen élekbdl 4ll, ezért kiszinezhetd két szinnel, legyenek ezek 1, 2. 2 pont
Tekintsiik ennek a két szinezésnek a szorzatdt, vagyis minden pont kapja a (P, 1), (K, 1), (Z, 1), (S, 1), (P, 2), (K,

2), (Z, 2), (S, 2) szinek valamelyikét a két eredeti szinnek megfeleléen. 3 pont
Ez egy j6 szinezés nyolc szinnel. Ha két pont Gssze van kotve G-ben, akkor van Gi-ben vagy Ga-ben is Gssze vannak
kotve, ezért G1 vagy G2 szinezésben kiilonbozé szint kaptak. Ezért a szorzat-sziniik is kiillonb6zé. 3 pont
3. Tetszoleges 100 csicsu G sikbarajzolt gréafra legyenek dy, ds, . . ., digo a csicsok fokszamai,

t = t(G) a tartoményok szama, és legyenek Fiy, Fy, ..., F} a tartoményok (beleértve a végtelen



tartomanyt is). |F;| jelentse az F; tartomany hataran 1évé élek szamdt (ha egy él mindkét
oldalérdl hatdrolja a tartoményt, akkor kétszer szdmoljuk). Hatdrozzuk meg az
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mennyiség maximumat és minimumat, ha G tetszoleges egyszert 100 csucsu osszefliggd sikba-
rajzolt graf lehet.

1. megoldds: Legyen e G éleinek a szdma. s(G) = Zzzl (|F|=2)=>"  di = 22:1 |F| - >0 2~ Yo di =

=1

2e — 2t — 2e = —2t. 4 pont
Egy egyszerii 100 csicsu 0Osszefiiggd sikbarajzolt grafnak akkor van a legtobb tartoménya, ha minden tartomény
héromszog. Ilyenkor e = 3 - 100 — 6 = 294 és az Euler formuldbdl t = 2 — n 4+ e = 196. 2 pont
A legkevesebb tartomanya pedig akkor van, ha fa, ekkor ¢t = 1. 1 pont
Tehat 1 <t < 196, ebbdl —392 < s(G) < —2. 3 pont

2. megoldds: Legyen e G éleinek a szama. Y ., (|[F;| —2) =Y\ | |Fi| =Y.', 2 =2e—2t = 2(n—2) = 196 az Euler

formulat felhasznélva. 3 pont
Tehdt s(G) = >0, (|Fs| —2) = >." , di =196 — > di = 196 — 2e. 3 pont
Mivel G egyszerii 100 csicsu Osszefiiggd sikgraf, n — 1 < e < 3n — 6 tehdt 99 < e < 294. 1 pont
Ebbdl —392 < 196 — 2e¢ < —2, vagyis —392 < s(G) < —2. 3 pont
4. Legyenek G cstcsai v1,vg, ..., Uy, v; és v; kozott akkor és csak akkor van él, ha ¢ + j paros

vagy ¢ + j = n + 1. Bizonyitsuk be, hogy a G graf perfekt.

1. megoldéds. Legyen A a péros indexii csucsok halmaza, B a paratlan indexiieké. Az A halmaz barmely két eleme

kozott van él, vagyis teljes grafot feszit. Hasonléan a B halmaz is. 5 pont
Tehat G egy paros graf komplementere, amirél tudjuk, hogy perfekt. 5 pont
2. megoldés. Be kell 14tni, hogy minden feszitett G’ részgrafra w(G') = x(G"). 2 pont

Legyen A a G’ paros indexfi csicsainak a halmaza, B a paratlan index{ieké. G’ egy teljes gréfot alkot A-n illetve B-n,
es van néhdny fliggetlen él A és B kozott. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil (szimmetria okokbdl) feltehetjiik, hogy

|A| > |B]. 5 pont
Ha |A| > 2, akkor a legnagyobb klikket éppen A pontjai alkotjdk, vagyis w(G’) = |A|, es |A| szinnel konnyedén ki
tudjuk szinezni G’ cstcsait. 1 pont
Ha |B| = 0, akkor is egyszerii a helyzet, mert akkor G’ egy A pontjaibdl dllo klikk, megint w(G') = x(G') = |A|.

1 pont

Ha pedig |A| = |B| = 1, akkor G’ vagy két fiiggetlen pontbdl 4ll, (ekkor w(G') = x(G') = 1), vagy két Osszekotott
pontbdl (ekkor w(G') = x(G') = 2). 1 pont

5. G olyan graf, ami nem sikgraf, de barmely élét elvéve sikgrafot kapunk. Bizonyitsuk be,
hogy A(G) < 4. (A(G) a maximalis fokszam G-ben.)

Mivel G nem sikgraf, a Kuratowski tétel szerint tartalmaz egy topologikus K5-6t, vagy topologikus K3 s-at. 2 pont
Ha ezen kiviil is lenne éle G-nek, akkor ezt elhagyva meg mindig maradna egy topologikus K5 vagy topologikus K3 3

mint részgraf, tehat tovabbra sem lenne a kapott graf sikgraf. 3 pont
Ez ellentmond a feltételeknek, tehdt G maga egy topologikus K5 vagy topologikus K3 3. 3 pont
Ezekben viszont minden pont foka legfeljebb 4. 2 pont

6. Adott 10 egyforma hosszu, kiilonbozé intervallum egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy
vagy van olyan pont amelyet legalabb 4 intervallum tartalmaz, vagy pedig van 4 paronként
diszjunkt intervallum.

1. megoldés: Legyenek az intervallumok 1, Io, ..., Iio, a bal végpontjuk szerint rendezve balrél jobbra. 2 pont
Ha I, 14, I7 és I1p paronként diszjunktak, akkor készen vagyunk. 4 pont



Ha nem, akkor valamelyik kett& metszi egymdst, de akkor a rendezés miatt két szomszédos (amelyeknek az indexe
hdrommal kilonbozik) is metszi egymadst. Legyenek ezek I; és I;+3. Ekkor viszont ezek metszetét tartalmazza ;11 és

Ii4+2 is, és méar meg is van a pont amelyet legaldbb 4 intervallum tartalmaz. 4 pont
2. megoldds: Legyen G az Ii,Is,...,I1o intervallumok &ltal feszitett intervallum metszés graf (intervallumgraf).

2 pont

Tudjuk, hogy G perfekt, tehdt a(G)w(G) > 10. 4 pont
Tehat vagy a(G) > 4, ekkor van 4 paronként diszjunkt intervallum, 2 pont

vagy w(G) > 4, ekkor van 4 paronként metszé intervallum. Ezeknek viszont van kézos pontjuk, tehdt van olyan pont
amelyet legalabb 4 intervallum tartalmaz. 2 pont



