Kombinatorika és grafelmélet 2.

9. gyakorlat, 2013. aprilis 9.

Turdn-tétel, tovabbi extremdlis grdafelméleti feladatok

Legyen H egy rogzitett graf. ex(n, H) jelenti az n csicsd, H-t részgrafként nem tartalmazé gréafok maximélis
élszamat.

Legyen n,r > 1. Az n csicsd, r osztdlyd T(n,r) Turan grafnak n csicsa van, r osztilyba osztva a lehetd
legegyenletesebben: ha n = ar + b, r > b > 0, akkor b osztdlyban [n/r| csics van, r — b osztdlyban pedig |n/r|
darab. Barmely két, kiilonb6z6 osztalyhoz tartozé csics 6ssze van kotve, az azonos osztalyban levék nem.

Tetszbleges G grafra legyen |E(G)| G éleinek a szdma.

Turan tétel (1941). ex(n, K,+1) = |E(T'(n,7))|. Ha pedig G egy n cstcst graf ami nem tartalmaz K, yi-et
részgrafként és |E(G)| = |E(T(n,r))|, akkor G izomorf a T'(n,r) Turén graffal.

Erdss, Kévari, Sés, Turdn tétel (1954) Legyen r > s > 2. Egy n cstcsu grafnak, amely nem tartalmaz
K, s—t részgrafként legfeljebb cmn2_1/ % éle van, valamilyen ¢, s konstansra.

1. Legfeljebb hany éle lehet egy n csicsu grafnak, ami legfeljebb egy K, 1-et tartalmaz részgrafként?

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszerti, dsszefliggd grafban nincs hdromszog, akkor |F(G)| < a(G)7(G). Mikor
all egyenléség?

3. Legyenek vy, v, ..., v, sikbeli vektorok, |v;| > 1. Legaldbb hany péarra lesz |v; + v;| > 17

4. Adott a sikon n, nem feltétleniil kiilonb6zé pont. Legfeljebb mennyi lehet az ezek koziil kivalaszthato egységnyi
tavolsagra levé pontparok szama?

5. a. Mutassuk meg, hogy sik n kiilonb6zé pontja és n kiilonb6z6 egyenese kozott legfeljebb c-n? illeszkedés lehet,
ahol ¢ alkalmas konstans. (Illeszkedés: egy (pont, egyenes) pér, ahol a pont illeszkedik az egyenesre.)

b. Mutassuk meg, hogy stk n kilénb6z6 pontja és n kilonbozé kore kozott legfeljebb ¢ - n? illeszkedés lehet,
ahol ¢ alkalmas konstans. (Illeszkedés: egy (pont, kor) péar, ahol a pont illeszkedik a korre.)

6. Mutassuk meg, hogy sik n kiillonboz6 pontja legfeljebb c- n egységtavolsdgot hatarozhat meg, ahol ¢ alkalmas
konstans.

7. Legfeljebb hany éle lehet egy n csticsu grafnak, ha élei kiszinezhetok dgy két szinnel, hogy ne keletkezzen
egyszinii haromszog?

8. Egy n tagi tdrsasdgban eredetileg senki nem ismer senkit. Minimdlisan hdny bemutatdssal (egy bemutatds
mindig pontosan két ember egymasnak valé bemutatdsit jelenti) érhetjiik el, hogy teljesiiljenek a kévetkezd
feltételek: 1. Barmely harom ember kézott van kettd, akik ismerik egymdst (tehat be lettek mutatva); 2. Barki
béarkinek (olyannak is, akit nem ismer) kiildhet tizenetet igy, hogy az iizenetet egymadst ismerd (tehédt egymésnak
bemutatott) emberek adjak tovabb egymdsnak, s az végil célba jut.

9. Egy 49 cstcsu grafnak 1030 éle van. Mutassuk meg, hogy ekkor a kromatikus szama legaldbb 8, és hogy pontosan
8 is lehet.

10. Legyen adott a térben 40 tetszéleges pont. Bizonyitsuk be, hogy ezek koziil kivalaszthatd éppen egységnyi
tavolsagra levé pontpéarok szama legfeljebb 600.

11. Legyen n = pips - - - pg, ahol minden p; > 1 és p; primszam. Hany osztdjat valaszthatjuk ki n-nek dgy, hogy
semelyik két kivalasztott oszto se legyen relativ prim?

Hazi feladat
1. Legyen H egy négy csiicsi, négy éli graf, amelyben hdrom él haromszoget alkot. Hatdrozzuk meg ex(n, H)-t
minden n-re.



