Kombinatorika és grafelmélet 2.

8. gyakorlat, 2013. aprilis 2.

Turdn-tétel

Legyen n,r > 1. Az n csicst, r osztdlyd T(n,r) Turan grafnak n csicsa van, r osztilyba osztva a lehetd
legegyenletesebben: ha n = ar + b, r > b > 0, akkor b osztélyban [n/r] csics van, r — b osztdlyban pedig |n/r]
darab. Barmely két, kiilonboz6 osztalyhoz tartozd csics Gssze van kotve, az azonos osztalyban levék nem.

Tetsz6leges G grafra legyen |E(G)| éleinek a szdma.

Turdn tétel (1941). Ha G egy n cstcsu graf ami nem tartalmaz K,.iq-et részgréfként, akkor |E(G)| <
|E(T(n,r))|. Ha pedig |E(G)| = |E(T(n,r))|, akkor G izomorf a T'(n,r) Turan graffal.

Erdés, Kévari, Sés, Turan tétel (1954) Egy n csticst grafnak, amely nem tartalmaz K o = Cy-et részgrafként,
legfeljebb en?/? éle van, valamilyen ¢ > 0 konstansra.

1. Legfeljebb hany éle lehet egy n pontu grafnak, ha nincsen benne

e kor?

paratlan kor? (paros lehet)

e péros kor? (paratlan lehet)
e 2 élbdl all6 ut?
e sem 3 élbdl 4116 ut, sem kor?
o feszitofa?
2. Egy 90 {6s tarsasadgbdl bizonyos parok leveleznek egymaédssal. Akarhogyan valasztunk ki koziilik tiz embert,

ezek kozott mindig van legalabb ketto, akik leveleznek egymaéssal. Bizonyitsuk be, hogy a levelez6 parok szama
legaldbb 405.

3. Igazoljuk, hogy az n-cstcst, m-osztalyd T, ,, Turdn-graf pontosan akkor nem tartalmaz Hamilton-kort, ha
m = 2 és n paratlan.

4. Legyenek vy, v, ..., v, sikbeli vektorok, |v;| > 1. Legaldbb hany péarra lesz |v; + v;| > 17
5. Legkevesebb hdny cstcsa lehet egy hdromszogmentes, egyszerti G grafnak, ha |E(G)| > 2|E(Ky)|?

6. Adott a stkon n, nem feltétleniil kiilonb6z6 pont. Legfeljebb mennyi lehet az ezek koziil kivélaszthaté egységnyi
tavolsagra levé pontparok szama?

7. Mutassuk meg, hogy sik n kiilénb6z6 pontja és n kiillonb6z6 egyenese kozott legfeljebb ¢ - n? illeszkedés lehet,
ahol ¢ alkalmas konstans. (Illeszkedés: egy (pont, egyenes) pér, ahol a pont illeszkedik az egyenesre.)

8. Legfeljebb hény éle lehet egy n csicsi grafnak, ha élei kiszinezhetOk tgy két szinnel, hogy ne keletkezzen
egyszini haromszog.

Hazi feladat

1. a. Egy G grafnak n csiucsa van, és minden cstcs fokszama legaldbb 100. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 100
hosszd (100 csticst) utat!

b. Egy G grafnak n csicsa és e éle van, e > 100n. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz 100 hosszi (100 cstcsi)
utat!

2. Mutassunk minden n-re olyan n csicsi és e > 40n — 5000 éli grafot, amelyben nincs 100 hosszu (100 csticsi)
ut!



