Erdés — De Bruijn tétel, véges projektiv sikok, K2 o-mentes grafok

Erd8s — De Bruijn tétel (1948) F C 2I", minden A € F-re |A| > 2, és tetszbleges 1 <i < j <n
szamokhoz pontosan eqy A € F van, amelyre i,j € A. Ekkor |F| =1 vagy |F| > n.

([n] = {1,2,...,n}, 2" [n] 6sszes részhalmazénak a halmaza.)

Bizonyitas.

Legyen F = {A1, Ag, ... Ay }. Definidljuk ([n], F) (Im],G) dudlis hipergrdfjat a kovetkezé médon.
Az alaphalmaz [m], G = {B1, Ba, ..., By}, i € Bj akkor és csak akkor, ha j € A;. Vagyis az alaphalmaz
elemeinek halmazokat feleltetiink meg, a halmazrendszer halmazainak meg az 1j alaphalmaz elemeit.

Allitds: Az (Im],G) halmazrendszerben minden halmaz legfeljebb egyszer szerepel, vagyis i # j
esetén B; # B;. Tegyiik fel hogy nem igy van, mondjuk By = Bs. ekkor az eredeti ([n], ) hipergrafban
az 1—et és 2—t pontosan ugyanazok a halmazok tartalmazzak. De a feltétel szerint pontosan egy ilyen
A halmaz lehet. Ha A = [n], akkor a feltételbdl kovetkezik, hogy méds halmaz nincs F-ben. Tehdt
feltehetjiik, hogy A # [n], mondjuk A nem tartalmazza a 3—at. Megint a feltétel szerint pontosan egy
olyan A’ € F van, amely tartalmazza az 1-et, és a 3—at. De mivel az 1-et és 2-t pontosan ugyanazok
a halmazok tartalmazzdk, 2 € A’. Viszont ekkor 1—et és 2-t A is, és A’ is tartalmazza, ami ellentmond
a feltételnek. Ezzel belattuk, hogy az ([m], G) halmazrendszerben minden halmaz legfeljebb egyszer
szerepel.

A felétel szerint tetszéleges 1 < i < j < n szdmokhoz pontosan egy A € F van, amelyre i,j € A.
Ez az ([m],G) dudlis hipergrafban azt jelenti, hogy tetszéleges 1 < i < j < n esetén |B; N Bj| = 1.
Tehat alkalmazhatjuk a Fischer egyenlétlenséget az ([m], G) hipergrafra, ennek alapjan n = |G| < m.
Ezzel belattuk az Erdos — De Bruijn tételt.

Véges projektiv sikok.
Legyen p egy primszam. Tekintsiik az 6sszes (z,y, z) szdmharmast, ahol 0 < z,y,z < p — 1, és
(z,y,2) # (0,0,0).

Két szdmhdrmas, (x,y,2) és (2/,y,2') ekvivalensek ha valamilyen \ szdmra x = Az’ mod p, y =
Ay’ mod p, z = A2’ mod p.

A pontok a szdmhéarmasokbol képzett ekvivalencia osztalyok.

Hasonldéan definialjuk az egyeneseket is. Tekintsiik az Osszes (a, b, ¢) szimhéarmast, ahol 0 < a, b, ¢ <
p—1,és (a,b,c) # (0,0,0). Az egyenesek a szamharmasokbdl képzett ekvivalencia osztalyok.

Egy (z,y, z) pont illeszkedik az (a, b, ¢) egyenesre akkor és csak akkor, ha ax 4+ by 4+ ¢z = 0 mod p.
(Itt (z,y, 2) illetve (a, b, c) a megfelelé ekvivalencia osztaly tetszéleges tagja.)

Nem nehéz belatni, hogy
1. 6sszesen p? + p 4+ 1 pont, és ugyanennyi egyenes van,
2. minden ponton p 4+ 1 egyenes megy at, és minden egyenesen p + 1 pont van,

3. barmely két ponton 4t pontosan egy egyenes van, és barmely két egyenesnek pontosan egy kozos
pontja (metszéspontja).

Ez a p—edrendii véges sik. Hasonl6 véges sik konstrualhaté akkor is, ha p primhatvany.



A p—-edrendii sik felfoghaté egy hipergrafnak is, amelynek az alaphalmaza a sik pontjai, és minden
egyenesnek megfelel egy részhalmaz: annak az egyenesnek a pontjai. Ennek a hipergrafnak p? 4+ p+ 1
pontja van, ugyanennyi éle (vagyis részhalmaza), minden részhalmaz p + 1 elemi, barmely két ponton
pontosan egy részhalmaz van, és barmelyik két részhalmaz pontosan egy pontban metszi egymast. Ez
a hipergraf tehat kielégiti a Fischer egyenlGtlenség feltételét, és az Erd6s — De Bruijn tétel feltételét
is. fgy mutatja, hogy mindkét tételben a becslés éles.

K5 o-mentes grafok

Tétel (Erdds, Kévéri, Soés, Turdn, 1954) Legyen r > s > 2. Egy n csucsd grdfnak, amely nem
tartalmaz K, s—t részgrdfként legfeljebb c,«,an*l/  éle van, valamilyen c, s konstansra.

Bizonyitas. Most csak az r = s = 2 esetre bizonyitjuk be a tételt, vagyis azt, hogy Ex(K32,n) <
n3/2. Tegyiik fel, hogy G-nek n csticsa van, és nem tartalmaz K59t (négy hosszu kort) részgrafként.
Legyenek a csticsok fokszdmai dy,ds, ..., dy, e az élek széma, d = (dy + do + - -- + d,,)/n, az dtlagos
fokszam, és legyen x a G-ben taldlhaté 2 hosszi (két él{i) utak széma. Egyrészt egy d; foku csicsban
pontosan (dzl) darab 2 hosszi tutnak van a kozépsd pontja. Tehdt z = > 1 4 (dzl) Mésrészt, mivel nincs
a grafban Ko 9, barmely két cstcs legfeljebb egy ttnak lehet a két vége. Tehdat x < (g)

Allftas: ( n (%’))/nz (4)-

Ezt sokféleképpen be lehet bizonyitani, példaul direkt szdmoldssal, ha behelyettesitjiik d helyére
(d1+d2 + - -+ dy)/n-t, beszorzunk, egyszertisitiink, akkor azt kapjuk, hogy 371 <; <, (di — dj)? >0
ez pedig nyilvan igaz.

Altalzinosabban, az x(x — 1)/2 fiiggvény konvex, ezért a Jensen egyenlStlenség miatt (vagy csak
jozan paraszti ésszel) néhany fiiggvényérték atlaga legaldbb annyi, mint a helyek atlagdban vett
fliggvényérték.

Tudjuk, hogy 3>, d; = 2e, tehat d = 2e/n. Tehat n(2€2/n) < (3), innen, felhasznélva hogy e > 2n,
(kiilénben eleve készen vagyunk) azt kapjuk, hogy e? < n?, tehat e < n3/2.

A véges projektiv sik arra is példa, hogy a fenti korlat nagysdgrendileg pontos. Tekintsiink egy
p—edrendli projektiv sikot. A G péaros graf csicsai feleljelenek meg a projektiv stk pontjainak, illetve
egyeneseinek. Két csiucs akkor és csak akkor van G—ben Osszekotve, ha az egyik pontnak, a mésik
egyenesnek felel meg, és az egyenes tartalmazza a pontot. Ennek a grafnak n = 2(p? + p + 1) csticsa
van, és nincs benne Kj o, hiszen egy K3 o két pontnak felelne meg, amelyekre két egyenes illeszkedik.
Mivel minden ponton p + 1 egyenes van, tehat G éleinek a szdma (p?> +p+1)(p+ 1) =~ p = n3/2.



