Részben rendezett halmazok, Dilworth tétel.

Legyen H egy halmaz, es < egy relacié H elemein. A < reldcio
reflexiv, ha minden a € H esetén a = a;
antiszimmetrikus, ha a < b,b <a — a = b;

tranzitiv, ha a <b,b <c—a <c

Egy reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv relaciét részbenrendezésnek hivunk, a (H, =) part
pedig részben rendezett halmaznak. Ha a < b és a # b, azt ugy jeldljik, hogy a < b.

Mostantdl legyen (H, <) egy részben rendezett halmaz. Az {ai,as,...,ar} C H részhalmazt
lancnak hivjuk, ha a; < ae < -+ < ag, és antilancnak, ha a1, ao, ..., a; kozil semelyik kettd sem
Osszehasonlithato.

Dilworth tétel. Legyen a a (H, =) részben rendezett halmazban taldlhaté legnagyobb antildnc
mérete. Ekkor H felbonthaté a darab lanc unidjara, kevesebbre viszont nem.

dudlis Dilworth tétel. Legyen [ a (H, =) részben rendezett halmazban taldlhat6 legnagyobb lénc
mérete. Ekkor H felbonthaté [ darab antilanc unidjara, kevesebbre viszont nem.

A kovetkezékben bebizonyitjuk a dudlis Dilworth tételt, majd ebbol a gyenge perfekt graf tétel
felhaszndlasdval a Dilworth tételt. Ezutan adunk egy direkt bizonyitdst is a Dilworth tételre.

A duilis Dilworth tétel bizonyitasa. Tetszéleges a € H elemre legyen r(a) a leghosszabb, a-ban
végz6dd lanc hossza. (Formadlisabban: r(a) az a legnagyobb r szdm, amihez létezik {a = a1, aq,
...,ap} C H ahol a; <ag < -+ < ay,.)

Tegytik fel, hogy r(a) = r(b) = r, és b < a. Ekkor létezik egy r hosszi a-ban végz6dé lanc,
a=a <az < --- < a,, amelynek a végére még odatehetjiik b-t, igy egy b-ben végzddo, r 4+ 1 hosszi
lancot kapunk, b < a = a1 < a2 < --- < a,, ami ellentmondds. Hasonléan jarhatunk el ha a < b.
Tehét ha r(a) = r(b), akkor a és b nem Osszehasonlithatéak. Vildgos, hogy minden a € H esetén
1 <r(a) <!l Legyen A, ={ a € H | r(a) =k }. Ekkor az elé6bbiek alapjan minden k-ra Ay egy
antilanc, és H = A U Ay U---U Aj.

Kevesebb antildnc uniéjara nem bonthaté fel H, mert egy lanc és egy antilanc legfeljebb egy
elemben metszhetik egymaést.

A (H, =) részben rendezett halmazhoz tartozé6 G(H) Osszehasonlitds graf csticsai H elemei, két
elem akkor és csak akkor van 6sszekotve éllel, ha 6sszehasonlithatoak.

Lemma. Az Osszehasonlitas grafok perfektek.

Mivel egy Osszehasonlitas graf feszitett részgrafjai is 6sszehasonlitas grafok, elég belatni, hogy ha G
Osszehasonlitas graf, akkor x(G) = w(G). Ez a dudlis Dilworth tételbdl azonnal kovetkezik: G = G(H )-
ban egy klikk éppen egy ldncnak felel meg, tehdt w(G) a leghosszabb linc mérete. G szinezésében
egy szinosztaly Osszehasonlithatatlan elemekbdl all, tehat egy szinezés megfelel H antilancokra vald
felbontasdnak. Az elé6bb pedig belattuk, hogy H felbomlik w(G) darab antildncra, kevesebbre nem,
tehat x(G) = w(G).



A Dilworth tétel bizonyitdsa. Tekintsiik a G = G(H) grafot, amely G(H) komplementere. Ebben
éppen a nem Osszehasonlithaté elemek vannak Gsszekotve. A gyenge perfekt graf tétel miatt, mivel

G(H) perfekt, G(H) is perfekt, ezért x(G) = w(G).
Az G grafban egy klikk éppen egy antildncnak felel meg, tehat w(G) a legnagyobb antildnc mérete.
G szinezésében egy szinosztédly elemei kozott nincs él, tehdt barmely kettd dsszehasonlithatd, vagyis

lancot alkotnak. Tehat egy szinezés megfelel H lancokra vald felbontdasdnak. Mivel x(G) = w(G), ez

azt jelenti, hogy H felbonthaté w(G) darab ldnc unidjara, kevesebbre pedig nem.

Most pedig belatjuk a Dilworth tételt a gyenge perfekt graf tétel felhasznalasa nélkiil.

A Dilworth tétel direkt bizonyitdsa. (Tverberg, 1967) Tehét legyen a a (H, <) n elemii részben
rendezett halmazban taldlhaté legnagyobb antilanc mérete, be kell latnunk, hogy H felbonthaté a
darab lanc uniéjara, kevesebbre viszont nem. Az trividlis, hogy kevesebbre nem bonthaté fel, mert az
a elemi antildnc minden eleme més lancba kell, hogy keriiljon.

Azt, hogy a darab lancra pedig felbonthatd, n szerinti indukciéval 1atjuk be. Nyilvanvald, hogy az
allitas teljestil n = 1-re. Tegyiik fel, hogy n > 1 és kisebb elemszdmi részben rendezett halmazokra mar
belattuk az allitast. Legyen L egy maximalis lanc H-ban, amelynek a maximalis eleme z, minimalis
eleme y. H \ L-ben a maxima&lis antildinc mérete vagy a, vagy a — 1, hiszen, t6bb nem lehet, mint
H-ban, viszont maximum eggyel csokkenhet, mert egy lanc és egy antilanc legfeljebb egy elemben
metszi egymast. Ha H \ L-ben a maximélis antildnc mérete a — 1, akkor az indukcids feltevés szerint
H\ L felbomlik a — 1 lancra. Ezekhez hozzévéve L-et, éppen H egy felbontasit kapjuk a darab lancra.

Tehat feltehetjiik, hogy H \ L-ben a maximadlis antildnc mérete a. Legyen A = {z1,...,2,} egy
maximadlis antildnc H \ L-ben. Legyen

H'={hecH|3zcA:2=<h}, H ={hcH|3zcA:h=2z}

Mivel A egy maximalis antilanc H-ban is, barmely h € H Osszehasonlithaté A valamelyik elemével,
tehdat H* U H~ = H. Ugyanakkor, ha h € HT N H™ és h ¢ A, akkor valamilyen ¢, j-re z; < h < zj,
de akkor z; < zj, ami lehetetlen, mert A egy antildnc. Tehdt HT N H~ = A.

Tegyiik fel, hogy x € H~. Tudjuk, hogy L és A diszjunktak, tehat z ¢ A, ezért valamilyen i-re
x < z;. De ebben az esetben az L lincot meg lehetne hosszabbitani z;-vel, ami ellentmond annak,
hogy L egy maximalis ldnc. Tehat = ¢ H~. Hasonléan beldthatd, hogy y € H'. EbbSl az kovetkezik,
hogy |[HY| <nés |[H™| < n.

Tehat mindkettére alkalmazhatjuk az indukcids feltevést. Vagyis, mivel H'-ban a maxim4lis
antildnc mérete a (t6bb nem lehet és tartalmazza A-t, tehat ekkora van is) ezért felbonthaté a darab

léncra. Ezek koziil mindegyik pontosan egy elemét tartalmazza A-nak. Tehét legyen HY = LT ULJ U
---U LT, ahol minden 1 < i < a-ra L;r egy lanc és z; € L;”. Ekkor z; az LZTF minimalis eleme.

Hasonléan, H™ = L7 ULy U---UL,, ahol minden 1 <14 < a-ra L; egy lanc és z; € L; . Ekkor z;
az L; maximalis eleme.

Vegiil pedig minden 1 < i < a-ra legyen L; = L;r U L;. Ekkor minden L; egy lanc, és H =
LiULyU---UL,. Ezzel belattuk a Dilworth tételt.



