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Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztato jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam elGtt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezets gondolatmenet
megfelel§ részének végiggondolasa vildgosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utobbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel,
definici6 nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar. Természetesen az ismertetettektsl eltérd,
am helyes megoldéasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az atmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. A G graf csicsai vy, vq,...,v50. A v; és v; pontok Ossze vannak kétve éllel akkor és csak
akkor, ha |1 — j| < 2, vagy |i — j| = 9. Hatarozzuk meg G pont-sszefiiggdségi szamat.

Hagyjuk el a vg és v; (k > ) csticsokat a grafbol. Elgszor tegyiik fel, hogy nem egyméas mellett vannak, vagyis k > [+1.
Tekintsiik a megmaradt 98 csiicsot az indexe szerint névekvs sorrendben. Legyen v; és v; két egymast kovets csics, i > j.
Mivel az elhagyott csiicsok nem egymas mellett voltak, i = j + 1 vagy ¢ = j + 2, tehat fut koztiik él. Ezért a megmaradt

graf osszefiiggs. (S6t, van Hamilton tja.) 3 pont
Most tegyiik fel, hogy az elhagyott vi és v; csicsokra k =1+ 1. Ekkor a v1,...,v_1, illetve a vgy1,...,vs0 cstiicsok
Osszefiiggs részgrafot feszitenek, es Gsszekoti ket példaul a vi_gvi+1 €l illetve ha k < 8, akkor a vi_sviy7 €él. Tehat G
3-6sszefiiggd. 3 pont
Most hagyjuk el a v2, vs, és vio csicsokat, ezzel vi—et elvagtuk a tSbbitsl. 3 pont
Tehat G pont-Gsszefiiggdségi szama 3. 1 pont

2. Mennyi az 1. feladatban szerepls graf kromatikus szama?

Barmely harom egymas utani csics egy teljes harmast (haromszoget) feszit, ezért x(G) > 3. 3 pont
Most probaljuk meg kiszinezni a p, k, z szinekkel. Feltehetjiik, hogy vi piros, v2 kék, vz z6ld. Ekkor, a teljes harmasok
miatt, vs csak piros lehet, vs csak kék, vs z0ld, v7 piros, vs kék, vg z0ld, vip piros. Csakhogy v1 és vig Gssze vannak kotve!

Tehat x(G) > 4. 4 pont
Négy szinnel konnyid kiszinezni, példaul periodikusan: p, k, z, s, p, k, z, s, ... Ekkor az egyszind csticsok tavolsaga
oszthato 4-gyel, azok viszont G—ben nincsenek 6sszekdtve. 3 pont

3. Legyen G olyan graf, amelyre v(G) = 3, és 7(G) = 5.
a. Bizonyitsuk be, hogy x(G) > 3.
b. Mutassunk olyan G grafot, amelyre v(G) = 3, 7(G) =5, és x(G) = 3.

a. A Kénig tétel szerint paros grafokra v(G) = 7(G), ami itt nem teljesiil, tehat G nem paros, vagyis x(G) > 3. 5 pont
b. J6 példa két diszjunkt haromszog, és egy fiiggetlen él. (8 csticsi graf.) 5 pont

4. G(A, B; E) egy paros graf, barmely X C A esetén |N(X)| > |X|/3. Bizonyitsuk be, hogy
G tartalmaz legalabb |A|/3 fiiggetlen élet.

Els6 megoldas: Legyenek A pontjai a1, ...,an, B pontjai b1, ..., bn. Tekintsiik a kovetkezs G'(A’, B'; E') paros gréafot:

A’ = A, B’ pontjai by,...,b,, b, ... by, és b ... by, Ha a; és b; dssze voltak kétve G-ben, akkor kissiik &ssze a;—t
bi—vel, b/ —vel, és b;’—vel. (Magyarul: haromszorozzuk meg B pontjait.) 4 pont
G’-ben minden X C A’ esetén |N(X)| > | X|, tehat a Hall tétel szerint van A'—t fed§ pérositas. 3 pont

A pérositas éleit kiszinezhetjiik harom szinnel a kévetkez6 modon. 1: a B'~beli vége valamilyen b}. 2: a B'~beli vége
valamilyen b7. 3: a B’-beli vége valamilyen b}’. Valamelyik szinosztalyban legalabb |A|/3 él van, az ezeknek megfelels
élek G-ben legalabb |A|/3 fiiggetlen él. 3 pont



Masodik megoldas: Vegyiink hozza B-hez |2|A|/3] 1] csticsot, és kossiik ossze Gket A minden pontjaval. 4 pont

A kapott G’ paros grafban teljesiil a Hall feltétel, mert X C A-ra |Ng/ (X)| = |[Na(X)| + |2]|4]/3] > | X]. 3 pont
Tehat G’ tartalmaz A-t lefedS parositést, ebbdl legfeljebb |2|A|/3| az ,ij” él, ezeket elhagyva még mindig marad
legalabb |A|/3 fiiggetlen él. 3 pont

Harmadik megoldas: Képezziink A pontjaibol harmas csoportokat. Ha |A| nem oszthaté harommal, akkor egy csoport
legyen 1 vagy 2 elemii. Hiazzuk 6ssze minden csoportban a pontokat, és kossiik ossze az eredeti harom (vagy kivételes

esetben 2 vagy 1) pont sszes szomszédjaval. 4 pont
A kapott G'(A’, B; E') paros grafban teljesiil a Hall feltétel, mert X’ C A'-re |[Ng/ (X')| = |[Na(X)| > [|X1/3] > |X|.
(X C A az X' C A’ pontjainak megfelels pontok halmaza.) 3 pont
Tehat G’ tartalmaz A’—t lefeds parositdst, ez pedig legalabb |A|/3 fiiggetlen élnek felel meg G-ben. 3 pont

5. Legyenek G cstcsai v;j, 1 < 1,5 < 8. A v;; és vy, csucsok akkor és csak akkor vannak
osszekotve, ha
li—k|+1]j—1 =1

Hatarozzuk meg G él-Osszefiigg@ségi szamat.

A graf egy 8 x 8—as négyzetracs. A v1,1 csicsnak (ez felel meg a saroknak) csak két szomszédja van, vi,2 és va,1. Ezért
két él elhagyasaval le tudjuk vagni. Tehat legfeljebb 2—élosszefiiggd. 5 pont
Ugyanakkor barmely két cstics kozott vezet két éldiszjunkt ut. (Ha nem egy sorban és nem egy oszlopban vannak,
akkor pl. mehetunk elGszor vizszintesen, aztan fiiggélegesen, illetve elGszor fiiggblegesen, aztan vizszintesen, ha egy sorban
vannak, akkor csak vizszintesen, vagy fiigg6legesen—vizszintesen—fiiggélegesen, és hasonléan ha egy oszlopban vannak.)
Tehat az él-Osszefiigglségi szam 2. 5 pont

6. Legyenek G cstcsai vy, vs,...,035. A v; és v; csticsok pontosan akkor vannak Osszekotve,
ha i - j oszthato 4-gyel. Hatérozzuk meg p(G) értékeét.

Legyen A = {v;|i oszthato 4-gyel}, B = {v;|i paros, de nem oszthat6 4-gyel}, C' = {v;|i paratlan}. Ekkor |[A| =8,

|B| =9, |C| = 18. A cstcsai mindenkivel éssze vannak kotve, ezenkiviil B cstcsai egymassal. 3 pont
Tehat C' minden csticsanak a lefogasahoz kiilonb6z6 élre van sziikség. Viszont ezekkel konnyedén lefoghatjuk az A-hoz
tartozo csicsokat. Ez eddig 18 él. 3 pont
Le kell még fognunk a B-hez tartozo 9 csiicsot, ehhez 5 él kell, ennyivel viszont siman megy. 3 pont

Tehat p(G) = 23. 1 pont



