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Javitékulcs

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztaté jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld dllitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszadm megszerzését. Az adott részpontszdm megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfelel6 részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allités, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az utmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Legyen 1 < k < n. Legyenek G cstcsai vy, vs, ..., 0,, barmely 1 < i < 7 < n esetén v; és
v; Ossze van kotve akkor és csak akkor, ha & < j. Hatdrozzuk meg, hogy milyen n, k parokra
lesz G—ben Hamilton 1t!

Legyen n paros. Ha k < n/2, akkor a v10n020n—103 - Un—k4+2vr Ut, kiegészitve a megmaradd vi41,..., Un—k+1
csucsokon &t vezetd uttal, egy Hamilton utat ad. 2 pont
Ha viszont k > n/2 + 1, akkor k > n — k + 2. Hagyjuk el a grafbdl a vig41, ..., v, csicsokat, a megmaradd vy ..., vk
csucsok kozott nem vezet él. fgy n — k csucs elhagyasaval k > n — k + 2 komponensre esett szét a graf, ami azt jelenti,
hogy nem tartalmaz Hamilton utat. 2 pont
Most tegylik fel, hogy n pératlan. Ha k < (n+ 1)/2, akkor a v10,020n—103 *  * Un—k4+20k Ut, kiegészitve az esetlegesen
megmaradod Vi1, .. .,Un—k+1 csUcsokon &t vezetd uttal, egy Hamilton utat ad. 2 pont
Ha viszont k > (n + 3)/2, akkor k > n — k + 3. Hagyjuk el a grafbdl a vk41,. .., v, csicsokat, a megmaradd vi ..., vk
csucsok kozott nem vezet él. fgy n — k csucs elhagyasaval k > n — k + 3 komponensre esett szét a graf, ami azt jelenti,
hogy nem tartalmaz Hamilton utat. 2 pont

Osszefoglalva, akkor és csak akkor van Hamilton 1t, ha k < [n/2]. 2 pont

2. A teljes graf éleit ugy sulyoztuk meg, hogy minden csillag (egy csiicsbdl indulé Gsszes él)
egy minimalis Osszsulyu feszitéfa. Bizonyitsuk be, hogy az 0sszes élnek ugyanaz a stulya.

El8szor bebizonyitjuk, hogy barmely két, egy csiicsbdl induld élnek egyforma a silya. Tegyiik fel, hogy s(uv) > s(vw).
Vegyiik az u kozéppontu csillagot, ami a feltétel szerint egy minimdlis 6sszsulyu feszitéfa. Cseréljiik ki az uv élet a vw
élre. A kapott graf mar nem csillag, viszont feszitéfa, és kevesebb a stlya, mint a csillagnak, ami ellentmondds. Tehét

barmely két, egy csticsbdl induld élnek egyforma a silya. 8 pont
Most vegylink két élet, amelyeknek nincs kézos végpontja, mondjuk uv és wz Ekkor a fentiek alapjan mindkettének
annyi a silya, mint az uw élnek, tehat egyforma a silyuk. Igy az 6sszes élnek ugyanaz a silya. 2 pont

3. A 100 csicsi G graf egy Ko (teljes 10 cstcsu graf) és egy Koo (teljes 90 csicsi graf)
diszjunkt unidja. Minimadlisan hany élt kell behizni, hogy a kapott graf egyszerii legyen, és
legyen Euler kore?

Ahhoz, hogy legyen Euler kér, minden fokszdmnak péarosnak kell lenni. Jelenleg mind a szdz fokszam paratlan. A
Kogo-ben szerepl6 90 paratlan foku csics k6zé nem hizhatunk ujabb élet, mert méar barmely kett6 6ssze van kétve. 4 pont

Tehéat mind a 90 cstcshoz kiilonboz6 élet kell hizni, vagyis legaldbb 90 élre van sziikség. 3 pont
Ennyi viszont elég is. Legyenek a Ko csucsai ui,uz,...,u10, a Koo csicsai vi,va,...,v90. Hlzzuk be az uijvi, usva,
..., U1ov10 éleket, és az uivi1, U1V12, ..., U1V €éleket. A kapott graf egyszerii, 1 pont

és Osszefliggd, 1 pont



minden fok péaros, tehit van Euler kore. 1 pont

4. Egy 30 cstuicsu egyszerii graf két cstcsanak a foka 10, a tobbié 20. Bizonyitsuk be, hogy
tartalmaz Hamilton utat.

1. Megoldas. Ha a két 10 foku csics 6ssze van kotve, akkor teljesiil az Ore feltétel, igy van Hamilton kor, vagyis

Hamilton 1t is van. 5 pont
Ha nincsenek sszekotve, akkor viszont kossiik ket Ossze. A kapott gréfban teljesiil az Ore feltétel, igy van Hamilton
kor, elhagyva az extra élet még maradnia kell egy Hamilton dtnak. 5 pont

2. Megoldas. Teljesiil a Pésa illetve a Chvatal feltétel, igy van Hamilton kor, vagyis Hamilton Ut is van. 10 pont

5. a. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi halézatban a maximalis folyam nagysaga 14.

b. El lehet érni egyetlen él kapacitasanak a megvaltoztatasaval, hogy a maximalis folyam
nagysaga 13 legyen? (Ha igen, hogyan? Ha nem, miért nem?)

c. El lehet érni egyetlen él kapacitdasanak a megvaltoztatasaval, hogy a maximalis folyam
nagysaga 15 legyen? (Ha igen, hogyan? Ha nem, miért nem?)
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a. A méasodik dbran lathaté egy 14 értékii folyam, és egy (s6t! kettd!) 14 kapacitdsi vagas. 4 pont



b. A 6, 8, vagy valamelyik 7 kapacitasu él kapacitisat eggyel csokkentve kapunk egy 13 értékli vagast. Mivel semelyik
vagas ertéke sem csokkenhetett tobb mint eggyel, most 13 a legkisebb vagas kapacitdsa. Tehat a maximalis folyam értéke

is 13. 3 pont
c. Az adbrédn lathaté két 14 értékli vagas. Egy él kapacitdsinak a megvaltoztatdsaval legfeljebb az egyik vagas
véltozhat, igy maradni fog egy 14 kapacitasu vdgéds. Tehat itt a valasz NEM. 3 pont
6. Legyenek G csticsai vy, va, ..., 010 és u; 5, 1 < i < j < 10. (Tehat G-nek Gsszesen 55 cstcsa

van.) Minden u;; cstcs Ossze van kotve a v; és v; csticsokkal. Mas él nincs. Hany feszitéfa
taldlhaté6 G—ben?

Vegyiink egy teljes grafot a vi,va,...,v10 csucsokon, és tekintsiink egy tetszOleges F' feszit6fajat. Ennek 9 éle van, és
36 csucspar nincs Osszekotve. Ehhez hozzarendelhetunk 236 darab feszitéfat G—ben a kdvetkez6 médon. Ha F—ben v; és
v; Ossze van kotve, akkor vegyilk az w; jv; és az u, jv; éleket. Ha v; és v; nincs Osszekotve, akkor meg vegyiik vagy csak

az u;,;v; vagy csak az u; ;v; élet. fgy 236 darab feszitéfat kaptunk G-ben. 3 pont
Most bebizonyitjuk, hogy G &sszes feszit6fajat pontosan egyszer kaptuk meg. Nyilvan egy adott F'-hez csupa kiilonb6z6
feszit6fat rendeltiink. 1 pont

Tekintsiik G egy feszitéfajat, F—et. Minden 1 < i < j < 10 szdmpérra, ha u, ; foka 2, akkor hagyjuk el az u; ; csicsot,
és kossuk Gssze a v; és v; csucsokat. Ha pedig u;; foka 1, akkor hagyjuk el az w; ; cstuicsot. Ezekkel a lépésekkel nem

csindltunk kért, és nem rontottuk el az Osszefliggdséget, tehdt a végén vi,vz,...,vio csicsokon levd teljes graf egy F
feszit6fajat kaptuk, és az F-hez rendelt 23¢ darab feszitéfa egyike éppen F. 3 pont

Mivel a v1,vs,...,v1o csicsokon 108 darab feszitéfa van, G—nek 23610% feszit6fija van. 3 pont



