Kombinatorika és grafelmélet 1.
9. gyakorlat, 2011. november 4.
Hall-tétel, Konig tétel

Tudnivaldk: (Fels6 becslés a holnapi el6adés tervezett anyagéra)

G(A, B; E) paros graf, ha A és B a csticsok, E az élek halmaza, és minden él A és B kozott fut.

Legyen G egy tetszoleges graf.
Az F C E(G) élhalmaz fiiggetlen, (vagy parositas), ha F éleinek nincs kozos végpontja. Az F' élhalmaz
lefog4, ha G minden pontja F' valamelyik élének végpontja. Az U C V(G) ponthalmaz fiiggetlen, ha
nem feszit élt, mig U akkor lefogé ponthalmaz, ha G minden élének legalabb az egyik végpontjat
tartalmazza.

a(@G): fiiggetlen pontok maximalis szama; 7(QG): lefogd pontok minimalis szdma;

v(G): fiiggetlen élek maximalis szdma,; p(G): lefogd élek minimalis szdama.

Tetsz6leges X C V(G) csticshalmazra N (X)) jeloli X szomszédainak a halmazat, vagyis azon csicsokat,
amelyeknek van X-beli szomszédja.

Frobenius tétel: Tegyiik fel, hogy G = (A, B; E) péros graf. Pontosan akkor van G-ben teljes (azaz
minden csicsot fedé) parositds, ha |A| = |B], és minden X C A-ra |X| < |N(X)|.

Hall tétel: Tegyiik fel, hogy G = (A, B; E) paros graf. Pontosan akkor van G-ben A—t lefed6 parositas,
ha minden X C A-ra | X| < |N(X)].

Kd&nig tétel: Ha G péros graf akkor v(G) = 7(G), tovabba a(G) = p(G), ha G-ben izolalt pont sincs.

Gallai tétel: (a) Ha G—ben nincs hurokél (de nem feltétleniil paros graf) akkor 7(G)+a(G) = |V (G)].

(b) Ha G-ben nincs izoldlt pont (de nem feltétleniil paros graf) akkor v(G) + p(G) = |V (G)| .

Feladatok:

1. Hatarozzuk meg a maxnnahs par081tas méretét az aldbbi grafokban

2. Adott n fid és n lany ugy, hogy minden fiinak legfeljebb 1 rokona van a lanyok kozott, és barmely
lanyhoz van olyan fiti, aki nem rokona. Bizonyitsuk be, hogy a fiiik és a lanyok parokba rendezhetok
ugy, hogy rokonok nem alkotnak part.

3. Bizonyitsuk be, hogy ha a G péros graf osszefiiggd és az A osztdlydban a fokszamok kiilonbozok,
akkor G-nek van A-t fed6 parositasa.

4. A @ iranyitott graf minden cstcsabdl k£ él indul és £ él érkezik. Igaz-e, hogy G-nek kivalaszthatok
pontdiszjunkt iranyitott korei, melyek G minden cstiicsan athaladnak?

5. Igazoljuk, hogy minden regularis paros grafnak van teljes parositasa.

6. Legyen G egy olyan egyszeri graf, amelynek 1000 csicsa van és minden cstics fokszama legalabb 6.
Igazoljuk, hogy v(G) > 6. (v(G) a fiiggetlen élek maximalis szamat jeloli.)

7. Bizonyitsuk be, hogy egy 2-regularis, paros gratban a kiilonbozo teljes parositdasok szama mindig
2-nek valamilyen pozitiv egész kitevos hatvanya.

8. Bizonyitsuk be, hogy minden véges G grafra 2v(G) > 7(G) teljesiil. Mutassunk olyan gréafot, melyre
egyenloség all.

9. Egy tancmulatsagon 25 lany és 25 fii van jelen. E tarsasigban minden lany ismeretségben van
legalabb 13 fiuval és minden fit legalabb 13 lannyal. Bizonyitsuk be, hogy paros tancra perdiilhetnek
egyszerre mind az 50-en 1gy, hogy az egymassal tancolok ismerik egymést!

Hazi feladat

1. Egy kirdanduldson n hazaspar vesz részt, és kozottiik kellene elosztani 2n kiilonb6zo csokoladét
ugy, hogy mindenki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden részvevo legalabb n fajtat szeret a 2n-féle
csokoladé koziil, és az is teljesiil, hogy minden csokoladét szereti minden hazasparnak legalabb az
egyik tagja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor kioszthatok gy a csokoladék, hogy mindenki olyat kapjon,
amit szeret.



