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Kombinatorika és grafelmélet 1.

4. gyakorlat, 2011. szeptember 30.

Minimalis sulyu feszitéfa, Euler-kor és -t

. Milyen k pozitiv egészekre adhaté meg olyan 2000 éli és 2000 cstcsu Osszefiigegs graf, amire igaz a

kovetkezd: G-ben a 2000 él koziil adhaté egynek 2 egységnyi, 1999-nek 1 egységnyi sily tgy, hogy
a G-bél kivdlaszthaté kiilonbozé minimélis silyt feszitéfdk szdma éppen k legyen? (A feszit6fdk
megkiilonboztetésekor a graf csicsait cimkézettnek tekintjiik.)

. Legyenek az G teljes graf cstcsai a vi,vs,...,v, pontok, és legyen a v;v; €l silya max(i,j).

Hatarozzuk meg a G graf minimalis silyud feszitéfdinak szamat.

Bizonyitsuk be, hogy az élsilyozott G graf e = uv élére pontosan akkor igaz, hogy e a G minden
minimélis sdlyd feszit6fdjanak éle, ha V(G) felbonthaté két diszjunkt ponthalmaz unidjara ugy,
hogy u és v kiilonb6z6 halmazokban legyenek, tovabba a két ponthalmaz kozott e az egyediili
legkisebb stlyu él.

. Tegyiik fel, hogy egy silyozott éli grafban pontosan két minimalis sulyu feszitéfa van. Bizonyitsuk

be, hogy ekkor ezek csak egy élben térnek el egymastol.

Bizonyitsuk be, hogy egy irdnyitott grafnak (amelynek nincs izoldlt pontja) akkor és csak akkor
van irdnyitott Euler kore, ha minden pont be—foka egyenld a ki—fokdval, és graf, mint irdnyitatlan
graf, Osszefiiggd.

Legyenek a G,, graf pontjai az n hosszi (0, 1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos, ha
pontosan egy helyen térnek el egymdstdl (pl. az n = 4 esetben (0, 0,0, 1) és (0, 1,0, 1) szomszédosak).
Van-e a G,, grafnak Euler-kore?

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler-kore, akkor G csicsainak barmely részhalmazabol
paros sok él indul a komplementerébe.

Egy egyszerti G graf csucsait az 1,2,...,100 szamok jelolik. Az i és j csucsok kozott pontosan
akkor vezet él G-ben, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Euler-kért, illetve Euler-utat?

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler-kore, akkor G élgréfjanak, L(G)-nek is van Euler-
kore!

(A G grafthoz tartozé élgrdf csucsai G éleinek felelnek meg, és két L(G)-beli csiics pontosan akkor
szomszédos, ha a nekik megfelelé G-beli éleknek van kozos végpontjuk.)

Van-e olyan egyszerti graf, melynek van Fuler-kore, tovabba paros szamu pontja és paratlan szamu
éle van?

Mutassuk meg, hogy barmely Osszefligg6 graf élei bejarhaték ugy, hogy mindegyiken kétszer me-
gyiink végig, éspedig mindkét irdnyban egyszer-egyszer.

Mi a pontos feltétele annak, hogy egy graf , vaktdban bejarhat6” legyen, azaz létezzen benne olyan
pont, ahonnan inditott nem folytathaté séta csak Euler-kor lehet?

A G gréafnak e és f két olyan éle, melyeknek van kdzos végpontjuk, tovabba G-ben 1étezik Euler-kor.
Kovetkezik-e ebbdl, hogy G-ben olyan Euler-kor is van, melyben e és f egymast kovetik?

Minimélisan hanyszor kell felemelni a ceruzéankat, hogy lerajzoljuk az alabbi grafot dgy, hogy
minden élt pontosan egyszer rajzolunk le és masik élre csak a graf csicsaindl valthatunk?
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Melyek azok a grafok amikben pontosan egy Euler-kor van? (Tehét egy él szomszédai az Euler-koron
mindig ugyanazok.)

Az aldbbi éllitasok koziil melyik igaz?

(a) Ha G egy korének éleit torolve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor G-nek is van.

(b) Ha G 6sszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G’ gréafnak van Euler-kore, akkor G-nek
is van.

(¢) Ha G-ben van Euler-kor és G valamely korének éleit toroljik, akkor a maradék G’ gréfban is
van.

(d) Ha G 0Osszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G’ grafban van Euler-it, akkor G-ben
is van.

Hazi feladatok

1.

Hogyan silyozzuk egy n csicst teljes graf éleit ugy, hogy a sulyok Osszege 1, és a minimélis feszitofa
stulya a lehetd legnagyobb?

Mennyi az igy kapott minimélis feszit6fa stulya?

. Igazoljuk, hogy minden 8-reguldris grafnak van 4-reguldris és 2-reguldris részgrafja is. Egy 2-

reguldris grafnak van-e mindig olyan 1-reguldris részgrafja, mely az eredeti graf Gsszes pontjét
tartalmazza?

(Egy gréfot k-reguldrisnak neveziink, ha minden csticsdnak a fokszdma k.)



