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Kombinatorika és grafelmélet 1.

2. gyakorlat, 2011. szeptember 16.
Grdfelméleti alapfogalmak

. Rajzoljunk olyan egyszerti grafokat, amiknek rendre 6,7, 8,9 csticsa van és minden csics foka 3.

Hatarozzuk meg az Osszes olyan, lényegesen kiilonb6z6 egyszerti grafot, melyekre rendre v = 4,
e=5illv=>5e=3,ill. v=>5e="7,ill. v =5, e = 8§, teljesiil, ahol v jeldli a pontok szdmat, e
pedig az élek szamat!

Hény 50 csicsu, 1223 éli, 1ényegesen kiilonboz6 egyszert graf 1étezik?

Dontsiik el, van-e olyan egyszerii graf, amelyben a pontok foka rendre 1,2,2,3,3,31ll. 1,1,2,2,3,4,4
ill. 2,3,3,4,5,6,71ll 1,3,3,4,5,6,6.

Bizonyitsuk be, hogy ha G tetszdleges egyszerti graf, akkor a G vagy G grafok valamelyike 6sszefiiggd!

Bizonyitsuk be, hogy egy tetszoleges n ponti faban a mésodfokd pontok szama nem lehet pontosan
(n — 3)-mal egyenld!

Az elére megszdmozott (cimkézett) n darab pont kozé hanyféleképp huzhatunk be éleket gy, hogy
egyszeru grathoz jussunk?

Igazoljuk, hogy ha G véges graf, akkor paratlan fokd pontjainak szama paros. Mutassuk meg, hogy
ha G nem véges, akkor ez nem feltétleniil igaz.

Hény olyan, paronként nem izomorf, 6 pontd, Osszefiiggd, egyszeri graf létezik, melyben két
méasodfoku és négy harmadfokd pont van?

Mutassuk meg, hogy ha G egyszeri graf, akkor élei irdnyithatéak gy, hogy ne j6jjon létre iranyitott
kor.

Igazoljuk a kovetkezo6 allitast. Ha Ty és T két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és e; T éle,
akkor 1étezik Th-nek egy es éle, hogy T1 — e + eg és Th — es + €1 is fa.

Hogy néz ki az a lehet6 legkevesebb csticsot tartalmazé egyszert graf, amelyben a legrévidebb kor
hossza pontosan 4 és minden pont harmadfoku?

Mutassunk a komplementerével izomorf, 5- ill. 6-ponti grafot!

Hény pontja van annak a T fanak, melyre |E(T)| = 15 - |E(T)|?

Rajzoljuk le azt a grafot, melynek pontjai a 4 hosszu nulldkbdl és egyesekbdl dllé sorozatok és két
csucs akkor van éllel Gsszekotve, ha egyik a mdésikbdl egy ,.forgatassal” megkaphatd, azaz ha az
egyik a (b1, ba, bs, by) akkor a masik a (b, bs, ba, b1) sorozathoz tartozé pont.

Igazoljuk, hogy ha egy di > dy > --- > d,, sorozat egy egyszerii graf fokszam listaja, akkor teljestil
ré a kovetkezd feltétel:

n

k
d di<k(k—1)+ Y min(di,k), Vke{1,2,...n}
i=1 i=k+1

(Igazabdl az allitds megforditdsa is igaz: ha a fenti feltétel teljesiil egy szdmsorozatra, akkor van
hozza olyan egyszerii graf, melynek az adott szdmsorozat a fokszam listdja.)

Mutassuk meg, hogy egy véges egyszerii grafnak mindig van két azonos fokszamu csiicsa.



19. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges véges G grafra fenndll, hogy |E(G)| > |V(G)| — ¢(G), ahol ¢(G) a
G graf Osszefliggé komponenseinek szamat jeloli.

20. Mi lehet a G graf, ha A(G) <27 (A(G) a G graf maximalis fokszdmat jeloli.)

21. Igazoljuk, hogy az aldbbi két graf izomorf!

Legyen k < % és jelolje KG(n,k) a kovetkezd grifot. KG(n, k) csicsai az {1,2,...n} halmaz
Osszes k-elemi részhalmazai. Két cstcs pontosan akkor van 6sszekdtve, ha a két megfeleld k-elemii
részhalmaz diszjunkt. (KG(n, k) az n, k paraméterti Kneser-graf.)

Mutassuk meg, hogy a KG(5,2) Kneser-graf izomorf a fenti két graffal. (A graf neve Petersen graf.)

22. Mutassuk meg, hogy ha egy n cstcsu teljes graf éleit kiszinezziik két szinnel, akkor biztosan
keletkezik olyan részgrafja, mely n csicsu fa, és minden éle azonos szind.

23. Egy fanak 8 csucsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam?

24. Melyek izomorfak az alabbi grafok koziil?

Hazi feladatok

1. Izomorfak-e az alabbi graf parok?

() (b)

2. Adjuk meg az Osszes énkomplementer fat!



