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Kombinatorika és grafelmélet 1.

11. gyakorlat, 2011. november 18.

Kromatikus szdm, csucsszinezés, €lszinezés

. Hatérozzuk meg a mellékelt grafok kromatikus szamét!

Legyenek G csucsai az 1,2,...,2™ — 1 szamok, és két csics pontosan akkor legyen szomszédos, ha
egyik osztdja a masiknak. Mennyi a G graf kromatikus szama?

Legyen V(G) = {1,2,3,...,100}, és legyen ij € E(G), ha |i — j| < 7. Mennyi az {gy meghatérozott
G graf x(G) kromatikus szdma?

. Legyenek a G graf csticsai a sakktébla mez6i. Két mezd kozt akkor fusson él, ha a huszar (béstya,

futd, kirdly) egy lépésben az egyik mez6rdl a mésikra léphet. Mennyi a G gréf kromatikus szdma?

Igazoljuk, hogy a Kneser graf kromatikus szdma x(KG(n,k)) < n — 2k + 2. (A KG(n, k) Kneser
graf csticsai egy n elemi( halmaz k elemii részhalmazainak felelnek meg (tehdt [V| = (7)), és két
cstics pontosan akkor szomszédos, ha a megfeleld részhalmazok diszjunktak.)

Adott a sfkon dltaldnos helyzet(i egyeneseknek egy halmaza (azaz semelyik hdrom egyenes sem
halad &t egy ponton és nincs koztiik két parhuzamos). Legyenek a G graf csicsai ezen egyenesek
metszéspontjai, két csiics akkor legyen szomszédos, ha egy egyenesen egymast koveté metszéspontok.
Mutassuk meg, hogy x(G) < 3.

Van-e olyan G graf, aminek nincs Ky részgrafja, de G mégsem szinezhetd ki 3 szinnel?
Legfeljebb hény éle lehet annak az n csicsi G grafnak, amire x(G) < 2 (ill. x(G) < 3)?

Mutassuk meg, hogy tetszleges G graf x(G) szinnel torténé tetszOleges szinezésének barmely
szinosztalyanak van olyan v csucsa, hogy v-nek minden mas szinosztalyban van szomszédja.

Igazoljuk, hogy tetszdleges irdnyitatlan G grafnak van olyan irdnyitdsa, ami nem tartalmaz x(G)
élu iranyitott utat.

Igaz-e, hogy minden egyszerli G grafnak van olyan szinezése x(G) szinnel, amelyre valamelyik
szinosztaly «(G) csticsot tartalmaz?

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges G gréfra |E(G)| > (X(QG)).

Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-b6l tgy kapunk, hogy K
minden pontjét 6sszekotjiik H minden pontjéval. Bizonyitsuk be, hogy x(G) = max{x(K), x(H)}
ill. x(G") = x(H) + x(K).

Legyenek Gy = (V, E1),Go = (V, Es) tetsz6leges véges grafok és legyen G = (V, E1 U Es) grafok.
Bizonyitsuk be, hogy x(G) < x(G1)x(G2).

Igazoljuk, hogy tetszéleges n csticsi, egyszerti G grafra x(G)x(G) > n teljesiil.

Bizonyitsuk be, hogy x(G) + x(G) <n+1. (*)
Ha az n-csicsi G graf egyértelmiien 3-szinezhetd, akkor legaldbb 2n — 3 éle van. (*)

Mutassunk olyan térképet, ahol minden orszag egy téglalap, és a térkép kiszinezéséhez nem elég 3
szin.
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Tekintsiik a sik egyeneseinek egy véges halmazat. Mutassuk meg, hogy a keletkez6 siktartomanyok
sakktablaszeriien kiszinezhetdek.

Tegyiik fel, hogy az atlantiszi orszagok rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy az 6sszes orszaghatart
be lehet jarni 1gy, hogy minden orszaghataron egyszer haladunk végig, és a kiindulasi pontba
érkeziink vissza. Bizonyitsuk be, hogy Atlantisz térképén az orszagok két szinnel szinezhetok tugy,
hogy szomszédos orszagok szine kilénb6zo legyen.

A Mycielski konstrukciéval megkapott Gy grafok koziil melyek tartalmaznak Euler korsétét, és
melyeknek van Hamilton koriik?

Tegyiik fel, hogy az egyszerli G gréf r-reguléris, Osszefiiggd, de van olyan pontja (elvdgd pont),
melyet elhagyva a graf szétesik. Igazoljuk, hogy x'(G) = r + 1.

Tegyiik fel, hogy G egyszer(i, 8-reguldris, 2009 pontu graf. Hatdrozzuk meg a x'(G) élkromatikus
szamot.

Hatérozzuk meg a K, teljes graf x/(K,,) élkromatikus szdm4t.

Hatarozzuk meg annak a grafnak a kromatikus és élkromatikus szdmat, amit egy 2n pontu kérbol
ugy kapunk, hogy behtzzuk az n atmérot.

Legyen n > 2. Mennyi az n csticsu teljes graf élgrafja komplementerének x(L(K,)) kromatikus
szama?

(A G grathoz tartozé élgrdf csucsai G éleinek felelnek meg, és két L(G)-beli csiics pontosan akkor
szomszédos, ha a nekik megfelelé G-beli éleknek van kozos végpontjuk.)



