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Kombinatorika és grafelmélet 1.
12. gyakorlat, 2011. december 3.

Kromatikus szdm, csucsszinezés, élszinezés, listaszinezés

. Adott a sikon altaldnos helyzetii egyeneseknek egy halmaza (azaz semelyik hdrom egyenes sem

halad 4t egy ponton és nincs koztitk két parhuzamos). Legyenek a G graf csicsai ezen egyenesek
metszéspontjai, két cstics akkor legyen szomszédos, ha egy egyenesen egymast kovetd metszéspontok.
Mutassuk meg, hogy x(G) < 3.

Van-e olyan G graf, aminek nincs Ky részgrafja, de G mégsem szinezhet6 ki 3 szinnel?
Legfeljebb hény éle lehet annak az n csicsi G grafnak, amire x(G) < 2 (ill. x(G) < 3)?

Mutassuk meg, hogy tetszéleges G graf x(G) szinnel torténé tetszOleges szinezésének barmely
szinosztalyanak van olyan v csucsa, hogy v-nek minden mas szinosztalyban van szomszédja.

Igazoljuk, hogy tetszdleges irdnyitatlan G grafnak van olyan irdnyitdsa, ami nem tartalmaz x(QG)
él1 irdnyitott utat.

Igaz-e, hogy minden egyszerti G grafnak van olyan szinezése x(G) szinnel, amelyre valamelyik
szinosztaly «(G) csicsot tartalmaz?

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G grafra |E(G)| > (X(QG)).

Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-b6l gy kapunk, hogy K
minden pontjdt 6sszekotjiik H minden pontjéval. Bizonyitsuk be, hogy x(G) = max{x(K), x(H)}
ill. x(G") = x(H) + x(K).

Legyenek G = (V, E1),Ge = (V, Es) tetszleges véges grafok és legyen G = (V, E1 U Ey) gréafok.
Bizonyitsuk be, hogy x(G) < x(G1)x(G2).

Igazoljuk, hogy tetszéleges n csticst, egyszeri G grafra x(G)x(G) > n teljesiil.

Bizonyitsuk be, hogy x(G) + x(G) <n+1. (*)
Ha az n-csicsd G graf egyértelmiien 3-szinezhetd, akkor legalabb 2n — 3 éle van. (*)

Mutassunk olyan térképet, ahol minden orszag egy téglalap, és a térkép kiszinezéséhez nem elég 3
szin.

Tekintsiik a sik egyeneseinek egy véges halmazat. Mutassuk meg, hogy a keletkezo6 siktartomanyok
sakktablaszertien kiszinezhetGek.

Tegyiik fel, hogy az atlantiszi orszagok rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy az 6sszes orszaghatart

be lehet jarni gy, hogy minden orszdghataron egyszer haladunk végig, és a kiindulasi pontba
érkeziink vissza. Bizonyitsuk be, hogy Atlantisz térképén az orszagok két szinnel szinezhetok tugy,
hogy szomszédos orszagok szine kilénb6zo legyen.

A Mycielski konstrukciéval megkapott Gy, grafok koziil melyek tartalmaznak Euler korsétét, és
melyeknek van Hamilton koriik?

Tegyiik fel, hogy az egyszerli G gréf r-reguléris, Osszefiiggd, de van olyan pontja (elvdgd pont),
melyet elhagyva a graf szétesik. Igazoljuk, hogy x'(G) = r + 1.

Tegyiik fel, hogy G egyszerli, 8-reguldris, 2009 pontu graf. Hatdrozzuk meg a x'(G) élkromatikus
szamot.

Hatérozzuk meg a K, teljes graf x/(K,,) élkromatikus szdm4t.
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Hatarozzuk meg annak a grafnak a kromatikus és élkromatikus szamat, amit egy 2n ponti kérbol
gy kapunk, hogy behtzzuk az n atmérot.

Legyen n > 2. Mennyi az n cstcsu teljes gréaf élgrafja komplementerének x(L(K,)) kromatikus
szama?

(A G grafthoz tartozé élgrdf csicsai G éleinek felelnek meg, és két L(G)-beli csiics pontosan akkor
szomszédos, ha a nekik megfelelé G-beli éleknek van kozos végpontjuk.)

Hatdrozzuk meg ch(Ks 4) értékét. (K 4 a két szinosztdlydban 2 és 4 pontot tartalmazé teljes paros
grafot jeloli.)

Igaz-e, hogy ha x(G) = ch(G), akkor x(G) = ch(G)?

Igaz-e, hogy ha a G graf minden cstcsdhoz adott egy legaldbb ch(G) méretii szinlista, akkor G
alkalmas cstcssorrend esetén mohén kiszinezhetd tigy, hogy minden csticsnak a listdjan szerepld
legkisebb olyan szint valasztjuk, ami nem azonos az eddig megszinezett, az adott csticcsal szomszédos
csucsok valamelyikének szinével?

Legyen Koo, . o az a graf, aminek komplementere n diszjunkt él. Hatarozzuk meg a ch (K2, 2)
listaszinezési szamot.

Mutassunk olyan grafot, ami egyetlen grafnak sem élgrafja.
Mutassuk meg, hogy ha G élgréf, akkor ch(G) < 2x(G) — 1.

Igazoljuk, hogy ha a véges, egyszerli G graf minden v csicséra |L(v)| > d(v) teljesiil, akkor G
L-listaszinezheté. (d(v) jeloli a v csics fokszdmét. )

Mutassuk meg, hogy tetszéleges T legaldbb két ponti féra ch(T) = 2.

Bizonyitsuk be, hogy ch(K,, ,») = n + 1 minden pozitiv egész n-re. (K, ,» a két szinosztalydban
n és n™ pontot tartalmazo teljes paros gréafot jeloli.)

Jelolje x”’(G) a G graf teljes kromatikus szdmét, azaz a minimdlis szinszdmot, ami sziikséges
érvényes teljes szinezéshez gy, hogy a csicsokat és az éleket is szinezziik, azzal a feltétellel,
hogy érintkezd elemek (Gsszekotott cstucesok, kozos csicesal rendelkezé élek, egy él és annak egy
végpontja) nem lehetnek azonos szintiek. Igazoljuk, hogy a listaszinezési sejtésbdl kovetkezne, hogy
X" (G) < A(G) + 3 minden G gréfra.



