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Kombinatorika és grafelmélet 1.

11. gyakorlat, 2010. november 11.

Pdrositasok paros, ill. tetszoleges grdafban; Gorog betik, kromatikus szdm

. Konstrualjunk olyan grafot, amelynek pontosan k db kiilénb6z6 teljes parositasa van.

Mutassuk meg, hogy ha G olyan (n — 1)-6f, 2n csicsu gréf, amire 7(G) > n, akkor G-nek van teljes
parositasa.

Igaz-e, hogy tetszOleges véges G graf mindazon élei, amik G valamelyik teljes parositdasaban szere-
pelnek, paros grafot alkotnak?

. Valaki véletlenszertien szétosztott egy pakli francia kartyat 13 darab 4 lapbdl 4llé csomagba. Bi-

zonyitsuk be, hogy ekkor mindegyik csomagbdl kivalaszthaté egy lap tigy, hogy a kivalasztott lapok
koz6tt mindegyik fajta figurdbdl éppen egy legyen (vagyis egy darab 2-es, egy darab 3-as, stb., egy
darab A). (A francia kdrtydban 13 fajta figura van: 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K, A. Minden
figurabdl 4 darab van egy pakliban.)

Adott egy n X n -es matrix, amelynek minden soraban, és oszlopadban pontosan k darab egyes
van. Bizonyitsd be, hogy ekkor kivalaszthaté n darab egyes igy, hogy minden sorbdl és oszlopbdl
pontosan egy darab egyest védlasztottunk ki!

Egy tinnep alkalméval torok szultdan udvaraban a férfiak két-két haremholgyet vélasztanak. Minden
férfinek legalabb 2 haremholgy tetszik. Mi a feltétele annak, hogy minden férfi neki tetszé két
héremhélggyel tolthesse az éjszakat?

Hatérozzuk meg az alabbi grafokban a 7(G),v(G), p(G) és a(G) értékeket!

Legyen V(G) = {vi,v2,...,v2004}. A v; és v; (i # j) cstcsok kozott akkor menjen él, ha i + j
harommal osztva 1 maradékot ad. Hatarozzuk meg a grafra o(G), v(G), p(G) és 7(G) értékét.

Legyen V(H) = {v1,va,...v7a}. A v; és v; (i # j) csticsok kozdtt akkor menjen él, ha ¢ + j és 74
relat{v primek. Hatdrozzuk meg az o(H), v(H), p(H), 7(H) értékét!

Legyen G egy 2n pontd graf, mely egy 2n — 1 pontu L Gtbdl és egy ¢ pontbdl all, ami L minden
pontjéval dssze van kotve. Mennyi 7(G)?

Léssuk be, hogy egy n ponti egyszeri G grafban 7(G) = n — 1 akkor és csak akkor, ha G = K.

Hatarozzuk meg a mellékelt grafok kromatikus szamat!
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13. Legyenek G csicsai az 1,2,...,2" — 1 szdmok, és két csics pontosan akkor legyen szomszédos, ha
egyik osztdja a masiknak. Mennyi a G graf kromatikus szama?

14. Legyen V(G) = {1,2,3,...,100}, és legyen ij € E(G), ha |i — j| < 7. Mennyi az {gy meghatérozott
G graf x(G) kromatikus szama?

15. Legyenek a G graf csicsai a sakktabla mez6i. Két mez6 kozt akkor fusson él, ha a huszar (bastya,
futd, kirdly) egy 1épésben az egyik mez6rdl a mésikra léphet. Mennyi a G graf kromatikus szdma?

16. Igazoljuk, hogy a Kneser graf kromatikus széma x(KG(n, k)) < n — 2k + 2. (A KG(n, k) Kneser
graf csticsai egy n elemi{i halmaz k elemii részhalmazainak felelnek meg (tehdt [V = (7)), és két
cstcs pontosan akkor szomszédos, ha a megfeleld részhalmazok diszjunktak.)

17. Adott a sikon altaldnos helyzetli egyeneseknek egy halmaza (azaz semelyik hdrom egyenes sem
halad 4t egy ponton és nincs koztiik két parhuzamos). Legyenek a G gréf csicsai ezen egyenesek
metszéspontjai, két cstics akkor legyen szomszédos, ha egy egyenesen egymast koveté metszéspontok.
Mutassuk meg, hogy x(G) < 3.

18. Van-e olyan G graf, aminek nincs Ky részgréfja, de G mégsem szinezhetd ki 3 szinnel?
19. Legfeljebb hany éle lehet annak az n csicst G grafnak, amire x(G) < 2 (ill. x(G) < 3)7

20. Mutassuk meg, hogy tetszbleges G graf x(G) szinnel torténd tetszéleges szinezésének bérmely
szinosztalyanak van olyan v csucsa, hogy v-nek minden mas szinosztalyban van szomszédja.

21. Igazoljuk, hogy tetszéleges irdnyitatlan G grafnak van olyan irdnyitdsa, ami nem tartalmaz x(QG)
él11 irdnyitott utat.

22. Igaz-e, hogy minden egyszerii G grafnak van olyan szinezése x(G) szinnel, amelyre valamelyik
szinosztaly «(G) csicsot tartalmaz?

23. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges G grafra |E(G)| > (x(20))_

24. Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-b6l tgy kapunk, hogy K
minden pontjét 6sszekotjiik H minden pontjéval. Bizonyitsuk be, hogy x(G) = max{x(K), x(H)}
il x(G") = x(H) + x(K).

25. Legyenek G = (V, E1),Gs = (V, Es) tetszéleges véges grafok és legyen G = (V, Ey U Es) gréfok.
Bizonyitsuk be, hogy x(G) < x(G1)x(G2).

26. Igazoljuk, hogy tetszbleges n cstcst, egyszeri G gréfra x(G)x(G) > n teljesiil.

Bizonyitsuk be, hogy x(G) + x(G) <n+1. (*)
27. Ha az n-csticsi G gréaf egyértelmiien 3-szinezhet8, akkor legaldbb 2n — 3 éle van. (*)

28. Mutassunk olyan térképet, ahol minden orszag egy téglalap, és a térkép kiszinezéséhez nem elég 3
szin.

29. Tekintsiik a sik egyeneseinek egy véges halmazat. Mutassuk meg, hogy a keletkez6 siktartoméanyok
sakktablaszerlien kiszinezhetoek.

30. Tegyiik fel, hogy az atlantiszi orszagok rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy az Gsszes orszaghatart
be lehet jarni tgy, hogy minden orszédghataron egyszer haladunk végig, és a kiindulasi pontba
érkeziink vissza. Bizonyitsuk be, hogy Atlantisz térképén az orszagok két szinnel szinezhetSk tugy,
hogy szomszédos orszigok szine kiilonb6zo6 legyen.

Hazi feladatok

1. Legyen G egy gréaf, aminek mindegyik csicsédban il egy béka. Gongiitésre mindegyik béka egy, az
altala elfoglalt csiccsal szomszédos csicsba ugrik. Bizonyitsuk be, hogy a békdk pontosan akkor
tudnak egyszerre ugy ugrani, hogy a gongiités utdn is G minden csicsdban pontosan egy béka
legyen, ha a G graf csucsainak barmely X részhalmazara az teljesiil, hogy X G-bél val6 elhagyédsa
utdn legfeljebb | X| izoldlt pont keletkezik. (*)



