
Kombinatorika és gráfelmélet IMásodik PótZH, 2010. de. 10. 12.15-13.45, H405/AJavítókuls1. A G gráf súsai a sakktábla mez®i, két sús akkor és sak akkor van összekötve éllel, ha amegfelel® mez®k ugyanabban az oszlopban, vagy szomszédos oszlopban vannak. (Formálisabban:
G súsai v(o, s), 1 ≤ o, s ≤ 8, a v(o, s), v(o′, s′) különböz® súsok akkor és sak akkor vannakösszekötve, ha |o − o′| ≤ 1.) Határozzuk meg G pont-összefügg®ségi számát.Ha elhagyunk egy nem-széls® oszlopot (illetve az annak megfelel® súsokat) akkor a gráf szétesik két komponensre,az elhagyott oszloptól jobbra és balra lev® súsokra. 4 pontTehát az összefügg®ségi szám legfeljebb 8. 1 pontHagyjunk most el 7 tetsz®leges súsot. Ekkor minden oszlopban marad legalább egy sús. Ezek köszül a szomszédos,illetve azonos oszlopban lev®k össze vannak kötve, a gráf összefügg® maradt. 4 pontTehát az összefügg®ségi szám 8. 1 pont2. Határozzuk meg az el®z® feladatban szerepl® gráf kromatikus számát.Két szomszédos oszlopban lev® súsok egy teljes 16 súsú részgráfot alkotnak. 3 pontTehát legalább 16 színre szükség van. (χ(G) ≥ ω(G) ≥ 16) 2 pontViszont 16 színnel könny¶ kiszínezni, színezzük az els® oszlop súsait 8 színnel, a második oszlop súsait másik 8színnel, a harmadikét az els® 8 színnel, és így tovább. (Vagyis a páros sorszámú oszlopok színezéséhez használjuk az
1, 2, . . . , 8 színeket, a páratlan sorszámúakhoz a 9, 10, . . . , 16 színeket.) 4 pontTehát χ(G) = 16. 1 pont3. Tekintsük az összes olyan G 100 súsú gráfot, amelyeknél a lefogó pontok minimálisszáma τ = 3. Mennyi az élek számának maximuma, illetve minimuma?Minimum: ha a gráfnak sak két éle van, akkor lefoghatók 2 ponttal. Tehát legalább 3 éle van. 2 pont3 éle viszont lehet is, mert vegyünk egy olyan 100 súsú gráfot, amelynek összesen 3 független éle van, semmi más,ekkor τ = 3. Tehát a minimum 3. 3 pontMaximum: Feltehetjük, hogy a három lefogó pont a v1, v2, v3. Vegyük be a gráfba az összes olyan élet, amit ezeklefognak, vagyis az egyik végpontjuk v1, v2, vagy v3. 3 pontEz összesen 3 él, amelyek v1, v2, v3 között futnak, és még 3 ·97, amelyek a v1, v2, v3 súsokat a többi 97 súsal kötikössze. Tehát a válasz 3 + 3 · 97 = 294 2 pont4. Határozzuk meg az összes olyan G gráfot, amely 2-élösszefügg®, τ(G) = 2, α(G) = 10,
χ(G) = 3.Tudjuk, (Gallai tétel) hogy τ (G) + α(G) = n, tehát G-nek 12 súsa van, mondjuk v1, v2, . . . , v12. 2 pontTegyük fel, hogy v1 és v2 egy lefogó ponthalmazt alkot. Ekkor a többi 10 sús között nem futhat él, vagyis függetlenek.1 pontHa a két lefogó pont, v1 és v2 nem lennének összekötve, akkor két színnel ki lehetne színezni a gráfot: egy szín v1-nekés v2-nek, és egy szín a többinek. 1 pontTehát v1 és v2 össze vannak kötve. 1 pontMivel G 2-összefügg®, minden sús fokszáma legalább 2. 2 pontEzért az összes v1-t®l és v2-t®l különböz® sús össze van kötve v1-gyel és v2-vel is, mivel egymással nem lehetnekösszekötve. 2 pontTehát sak egy ilyen gráf van, v1 és v2 minden más súsal össze vannak kötve, más él nins. 1 pont5. G egy páros gráf, A és B osztályokkal. A-ban minden pont foka 40, B-ben 30.a. Bizonyítsuk be, hogy G tartalmaz A-t lefed® párosítást.b. Bizonyítsuk be, hogy G tartalmaz 10 éldiszjunkt A-t lefed® párosítást.a. Ellen®rizzük a Hall feltételt. 1 pontLegyen X ⊆ A tetsz®leges, és E az X és N(X) között futó élek halmaza. Ekkor |E| = 40|X| mivel X-ben mindensús foka 40. 2 pont



Viszont |E| ≤ 30|N(X)|, mert minden N(X)-beli sús foka 30, és nem is biztos hogy a bel®lük kifutó élek mind
E-ben vannak. 2 pontTehát 40|X| ≤ 30|N(X)|, ebb®l következik hogy |X| ≤ |N(X)|, teljesül a Hall feltétel, van A-t lefed® párosítás. 2 pontb. Most hagyjuk el ezt a párosítást, ekkor A-ban minden sús foka 39, B-ben pedig legfeljebb 30. 1 pontMegint ellen®rizzük a Hall feltételt, a fenti számolás így módosul: 39|X| ≤ 30|N(X)|, ebb®l tovabbra is következik, hogy
|X| ≤ |N(X)|, tehát még mindig van A-t lefed® párosítás. 2 pontEzt megismételhetjük összesen 10-szer. A k-adik párosítás elhagyása után (k ≤ 9) a számolás: (40−k)|X| ≤ 30|N(X)|,ebb®l következik, hogy |X| ≤ |N(X)|, tehát még mindig van egy k + 1-edik A-t lefed® párosítás. 1 pont(Megjegyzés: igazából k = 10-re is m¶ködik a számolás, tehát 11 párosítás is van.)6. A G gráf súsai v1, v2, . . . , v40, a vi és vj súsok akkor és sak akkor vannak összekötveéllel, ha ij osztható 4-gyel. Adjunk meg egy maximális független élhalmazt G-ben. (És mutassukmeg róla, hogy tényleg egy maximális független élhalmaz.)A gráf a következ®képpen néz ki: a 20 db páros index¶ sús teljes gráfot alkot, és ezek közül a 10 db 4-gyel oszthatóindex¶ a 20 db páratlan index¶vel is össze van kötve. Más él nins. 2 pontTehát a 20 db páratlan index¶ sús sak a 10 db 4-gyel osztható index¶ súsal van összekötve. 2 pontEzért a páratlan index¶ súsok közül legalább 10-et nem tudunk bepárosítani. Vagyis egy maximális párosításbólkimarad legalább 10 páratlan index¶ sús. 2 pontEnnél többnek viszont nem is kell kimaradni: Párosítsuk össze a 10 4-gyel osztható index¶ súsot 10 páratlan index¶súsal, és párosítsuk össze a 10 páros, de 4-gyel nem osztható index¶ súsot egymással. 3 pontEz tehát egy maximális párosítás (független élhalmaz), 15 élb®l áll. 1 pont(τ(G): lefogó pontok minimális száma, ν(G): független élek maximális száma, ρ(G): lefogóélek minimális száma, α(G): független pontok maximális száma, χ(G): kromatikus szám)


