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Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztato jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabol. Egy pontszam elGtt szerepld allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezets gondolatmenet
megfelel§ részének végiggondolasa vildgosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez utobbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel,
definici6 nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar. Természetesen az ismertetettektsl eltérd,
am helyes megoldéasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az atmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatarozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. A G graf csticsai vy, vg, ..., V100- A v; és v; pontok 6ssze van kétve éllel akkor és csak akkor
ha |i — j| < 6. Hatarozzuk meg G pont-Osszefiiggéségi szamét.

Hagyjunk el négy csticsot a grafbol, és tekintsiik a megmaradt 96 csicsot az indexe szerint névekvs sorrendben. Legyen
v; és v; két egymast kovets csics, ¢ > j. Mivel csak négy csticsot hagytunk el, i — j < 5, tehat fut koztiik él. Ezért a

megmaradt graf osszefiiggs. (S6t, van Hamilton itja.) 5 pont
Most hagyjunk el 6t egymas utani csiicsot, mondjuk a vig,v11,v12,v13, v14 cstcsokat. Ekkor a 10-nél kisebb indexd és
14-nél nagyobb indexii csticsok kozott nem fut él, a megmaradt graf nem osszefiiggs. 4 pont
Tehat G pont-Gsszefiiggdségi szama 5. 1 pont

2. Tegyiik fel, hogy v(G) = 2 és 7(G) = 4. Bizonyitsuk be, hogy 3 < x(G) < 5.
(v(Q) a fiiggetlen élek maximalis szama, 7(G) a lefogd pontok minimalis szama, y(G) a graf
kromatikus szama.)

A Konig tétel szerint minden paros H grafra v(H) = 7(H). 2 pont
Mivel G-re v(G) # 7(G), G nem péaros graf, ezért 3 < x(G). 3 pont
Vegyiink 4 lefogé pontot G-ben. Mivel ezek lefogjak az Osszes élt, a tobbi pont kézott nem fut él. 2 pont
Szinezziik a 4 lefogd pontot 4 szinnel, az 6sszes t6bbi pontot az 6t6dik szinnel. 2 pont
Ez egy jo szinezés, tehat x(G) <5 1 pont

Masodik rész masképp:

Tegyiik fel, hogy x(G) > 6, és vegyiik G egy szinezését az 1,2,...,6,...,x(G) szinekkel. Tudjuk, hogy barmely két
i, j szint valasztva, van G-nek i, j szind éle (vagyis amelynek az egyik vége 4, a masik vége j szint). Kiilonben a j szind

pontokat is szinezhettiik volna ¢ szintre. 3 pont
Vegyiink egy 1,2, egy 3,4 és egy 5, 6 szind élet. Ez harom fiiggetlen él, ami ellentmond annak, hogy v(G) = 2. Tehat
x(G) < 5. 2 pont

3. G egy paros graf, A és B osztalyokkal, és minden X C A halmazra N(X) > |X| — 1.
Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz olyan parositast ami A-t egy pont kivételével lefedi.

Vegyiink fel egy tj csiicsot a B osztélyba, amelyet minden A-beli ponttal dsszekotiink. Legyen az 1j graf G'. 3 pont

A G’ grafra teljesiil, hogy minden X C A halmazra |[N(X)| > |X|, hiszen, minden X halmaz szomszédsaga eggyel
nétt.

2 pont

Tehét a Hall tétel alapjan G’ tartalmaz A-t lefed§ parositést. 2 pont

Ebbdl kihagyva az 1j csicsot, egy G-ben levs olyan parositast kapunk, ami A-t egy pont kivételével lefedi. 3 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy 3 péaros graf unidjanak a kromatikus szama legfeljebb 8.



Legyen G;(A;, B;, E;) az i-edik paros graf, i = 1,2,3. Minden v csticsnak megfeleltethetiink egy 3 hosszt A-kbol és
B-kbdl allé sorozatot, a kovetkezd modon. Az i-edik helyen A all akkor és csak akkor, ha v A;-ben van, B, ha B;-ben

van. 5 pont
Osszesen 2° = 8 féle ilyen sorozat van, tehat beosztottuk a csicsokat 8 osztalyba. 2 pont
Adjunk osztalyonként kiilonb6z6 szint a csicsoknak. Mivel egy osztalyon beliil nem fut él semelyik paros grafban, igy
az uniéjukban sem, ez egy j6 szinezés 8 szinnel. 3 pont

Masik megoldés:

Egy paros graf kromatikus szama legfeljebb 2. 1 pont
Tanultuk, hogy ha G1 és G2 két graf ugyanazon a csticshalmazon, akkor x(G1 U G2) < x(G1)x(G2). 3 pont
Ebbdl azonnal adédik, hogy két paros graf unidjanak a kromatikus szama legfeljebb 4. 2 pont
Alkalmazzuk tjra a tételt, erre a grafra (amely két paros graf unidja) és még egy paros grafra. 3 pont
Azt kapjuk, hogy harom péaros graf uniojanak a kromatikus szama legfeljebb 4 -2 = 8. 1 pont
5. G egy k-szorosan élosszefiiggs egyszerd graf, k > 0, G csticsai vy, vs, ..., v,, n > k. Legyen
G’ graf a kovetkezs. G’ csticsal wy, ug, ..., Uy, Wi, Wa, ..., Wy, u; és u; illetve w; és w; Gssze

vannak kétve G’-ben akkor és csak akkor ha v; és v; Ossze vannak kétve G-ben. Ezenkiviil
minden i-re (1 < i < n) kossiik 0ssze ui-t w;-vel. Vagyis vessziikk G két példanyat, és a két
példanyban egymasnak megfelels csiicsokat Gsszekotjiik.

Bizonyitsuk be, hogy G’ (k + 1)-szeresen élosszefiiggd.

Azt kell bebizonyitani, hogy k él elhagyasa utan a graf Gsszefiiggé marad. 1 pont
Legyen G1 G egyik példanya az ui,usz,...,u, csicsokon, G2 a masik példany a w1, ws,...,w, csicsokon. Hagyjunk

el k élet, és tegyiik fel, hogy szétesett a graf két komponensre. 1 pont
Ha G is szétesett, vagyis u1, us, . . ., 4, nem mind ugyanabban a komponensben vannak, akkor, mivel G1 k-Gsszefiiggs
volt, mind a k élet G1-b6l hagytuk el. De akkor G2 és a G1 és G2 kozti élek mind megmaradtak, a graf 6sszefiiggé maradt.
3 pont

Ha G> esett szét, akkor ugyanigy érvelhetiink. 1 pont

Ha viszont se G1, se G2 nem esett szét, akkor az egyik komponensben van w1, ug, ..., un, a masikban wi,wa, ..., wny.

De mivel n > k, ez lehetetlen, legalabb egy él maradt G1 és G2 kozott. 4 pont
6. A G graf csicsai vy, va,...,v5. A v; és v; pontok 6ssze van kotve éllel akkor és csak

akkor ha |i — j| = 3 vagy |i — j| = 5. Hatarozzuk meg a 7(G), v(G), p(G), a(G) értékeket.
(1(G): lefogd pontok minimalis szama, v(G): fiiggetlen élek maximalis szama, p(G): lefogo élek
miniméalis szama, «(G): fiiggetlen pontok maximaélis szama.)

A grafban van teljes parositas: vive, v2v7, V3Vs, V4Vg, VsV10, €7 lefedi az els§ tiz csiicsot, és ezt eltoljuk 10-zel, 20-szal,

és 30-cal. 3 pont
Tehat v(G) > 20. De mivel 20-nél t6bb fiiggetlen él nem lehet, v(G) = 20. 1 pont
A Gallai tétel miatt (v(G) + p(G) = 40) ekkor p(G) = 20. 1 pont
G paros graf, mert minden él péaros és paratlan indexi csicsot kot Gssze. 3 pont

Ezért alkalmazhatjuk a Kénig tételeket (v(G) = 7(G) és p(G) = a(@G)) és ennek alapjan 7(G) = 20 és a(G) = 20.
2 pont



