
Kombinatorika és gráfelmélet I2. ZH, 2010. nov. 22. 10.15-11.45, E1CJavítókulsAz útmutató mintamegoldásokat tartalmaz. A pontszámokat tájékoztató jelleggel állapítottuk meg, az értékelésegységesítése éljából. Egy pontszám el®tt szerepl® állítás kimondása, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adottpontszám megszerzését. Az adott részpontszám megítélésének az a feltétele, hogy a megoldáshoz vezet® gondolatmenetmegfelel® részének végiggondolása világosan kiderüljön a dolgozatból. Ha ez utóbbi kiderül, ám a kérdéses állítás, tétel,de�níió nins rendesen kimondva, akkor a részpontszám legalább részben jár. Természetesen az ismertetettekt®l eltér®,ám helyes megoldásokért teljes pontszámok, részmegoldásokért pedig az útmutatóbeli pontozás intelligens közelítésévelmeghatározott arányos részpontszámok járnak. Számolási hibáért általában (hibánként) 1 pontot vonunk le.1. A G gráf súsai v1, v2, . . . , v100. A vi és vj pontok össze van kötve éllel akkor és sak akkorha |i − j| < 6. Határozzuk meg G pont-összefügg®ségi számát.Hagyjunk el négy súsot a gráfból, és tekintsük a megmaradt 96 súsot az indexe szerint növekv® sorrendben. Legyen
vi és vj két egymást követ® sús, i > j. Mivel sak négy súsot hagytunk el, i − j ≤ 5, tehát fut köztük él. Ezért amegmaradt gráf összefügg®. (S®t, van Hamilton útja.) 5 pontMost hagyjunk el öt egymás utáni súsot, mondjuk a v10, v11, v12, v13, v14 súsokat. Ekkor a 10-nél kisebb index¶ és
14-nél nagyobb index¶ súsok között nem fut él, a megmaradt gráf nem összefügg®. 4 pontTehát G pont-összefügg®ségi száma 5. 1 pont2. Tegyük fel, hogy ν(G) = 2 és τ(G) = 4. Bizonyítsuk be, hogy 3 ≤ χ(G) ≤ 5.(ν(G) a független élek maximális száma, τ(G) a lefogó pontok minimális száma, χ(G) a gráfkromatikus száma.)A K®nig tétel szerint minden páros H gráfra ν(H) = τ (H). 2 pontMivel G-re ν(G) 6= τ (G), G nem páros gráf, ezért 3 ≤ χ(G). 3 pontVegyünk 4 lefogó pontot G-ben. Mivel ezek lefogják az összes élt, a többi pont között nem fut él. 2 pontSzínezzük a 4 lefogó pontot 4 színnel, az összes többi pontot az ötödik színnel. 2 pontEz egy jó színezés, tehát χ(G) ≤ 5 1 pontMásodik rész másképp:Tegyük fel, hogy χ(G) ≥ 6, és vegyük G egy színezését az 1, 2, . . . , 6, . . . , χ(G) színekkel. Tudjuk, hogy bármely két
i, j színt választva, van G-nek i, j szín¶ éle (vagyis amelynek az egyik vége i, a másik vége j szín¶). Különben a j szín¶pontokat is színezhettük volna i szín¶re. 3 pontVegyünk egy 1, 2, egy 3, 4 és egy 5, 6 szín¶ élet. Ez három független él, ami ellentmond annak, hogy ν(G) = 2. Tehát
χ(G) ≤ 5. 2 pont3. G egy páros gráf, A és B osztályokkal, és minden X ⊆ A halmazra N(X) ≥ |X| − 1.Bizonyítsuk be, hogy G tartalmaz olyan párosítást ami A-t egy pont kivételével lefedi.Vegyünk fel egy új súsot a B osztályba, amelyet minden A-beli ponttal összekötünk. Legyen az új gráf G′. 3 pontA G′ gráfra teljesül, hogy minden X ⊆ A halmazra |N(X)| ≥ |X|, hiszen, minden X halmaz szomszédsága eggyeln®tt. 2 pontTehát a Hall tétel alapján G′ tartalmaz A-t lefed® párosítást. 2 pontEbb®l kihagyva az új súsot, egy G-ben lev® olyan párosítást kapunk, ami A-t egy pont kivételével lefedi. 3 pont4. Bizonyítsuk be, hogy 3 páros gráf uniójának a kromatikus száma legfeljebb 8.



Legyen Gi(Ai, Bi, Ei) az i-edik páros gráf, i = 1, 2, 3. Minden v súsnak megfeleltethetünk egy 3 hosszú A-kból és
B-kb®l álló sorozatot, a következ® módon. Az i-edik helyen A áll akkor és sak akkor, ha v Ai-ben van, B, ha Bi-benvan. 5 pontÖsszesen 23 = 8 féle ilyen sorozat van, tehát beosztottuk a súsokat 8 osztályba. 2 pontAdjunk osztályonként különböz® színt a súsoknak. Mivel egy osztályon belül nem fut él semelyik páros gráfban, ígyaz uniójukban sem, ez egy jó színezés 8 színnel. 3 pontMásik megoldás:Egy páros gráf kromatikus száma legfeljebb 2. 1 pontTanultuk, hogy ha G1 és G2 két gráf ugyanazon a súshalmazon, akkor χ(G1 ∪ G2) ≤ χ(G1)χ(G2). 3 pontEbb®l azonnal adódik, hogy két páros gráf uniójának a kromatikus száma legfeljebb 4. 2 pontAlkalmazzuk újra a tételt, erre a gráfra (amely két páros gráf uniója) és még egy páros gráfra. 3 pontAzt kapjuk, hogy három páros gráf uniójának a kromatikus száma legfeljebb 4 · 2 = 8. 1 pont5. G egy k-szorosan élösszefügg® egyszer¶ gráf, k > 0, G súsai v1, v2, . . . , vn, n > k. Legyen
G′ gráf a következ®. G′ súsai u1, u2, . . . , un, w1, w2, . . . , wn, ui és uj illetve wi és wj összevannak kötve G′-ben akkor és sak akkor ha vi és vj össze vannak kötve G-ben. Ezenkívülminden i-re (1 ≤ i ≤ n) kössük össze ui-t wi-vel. Vagyis vesszük G két példányát, és a kétpéldányban egymásnak megfelel® súsokat összekötjük.Bizonyítsuk be, hogy G′ (k + 1)-szeresen élösszefügg®.Azt kell bebizonyítani, hogy k él elhagyása utan a gráf összefügg® marad. 1 pontLegyen G1 G egyik példánya az u1, u2, . . . , un súsokon, G2 a másik példány a w1, w2, . . . , wn súsokon. Hagyjunkel k élet, és tegyük fel, hogy szétesett a gráf két komponensre. 1 pontHa G1 is szétesett, vagyis u1, u2, . . . , un nem mind ugyanabban a komponensben vannak, akkor, mivel G1 k-összefügg®volt, mind a k élet G1-b®l hagytuk el. De akkor G2 és a G1 és G2 közti élek mind megmaradtak, a gráf összefügg® maradt.3 pontHa G2 esett szét, akkor ugyanígy érvelhetünk. 1 pontHa viszont se G1, se G2 nem esett szét, akkor az egyik komponensben van u1, u2, . . . , un, a másikban w1, w2, . . . , wn.De mivel n > k, ez lehetetlen, legalább egy él maradt G1 és G2 között. 4 pont6. A G gráf súsai v1, v2, . . . , v40. A vi és vj pontok össze van kötve éllel akkor és sakakkor ha |i − j| = 3 vagy |i − j| = 5. Határozzuk meg a τ(G), ν(G), ρ(G), α(G) értékeket.(τ(G): lefogó pontok minimális száma, ν(G): független élek maximális száma, ρ(G): lefogó élekminimális száma, α(G): független pontok maximális száma.)A gráfban van teljes párosítás: v1v6, v2v7, v3v8, v4v9, v5v10, ez lefedi az els® tíz súsot, és ezt eltoljuk 10-zel, 20-szal,és 30-al. 3 pontTehát ν(G) ≥ 20. De mivel 20-nál több független él nem lehet, ν(G) = 20. 1 pontA Gallai tétel miatt (ν(G) + ρ(G) = 40) ekkor ρ(G) = 20. 1 pont

G páros gráf, mert minden él páros és páratlan index¶ súsot köt össze. 3 pontEzért alkalmazhatjuk a K®nig tételeket (ν(G) = τ (G) és ρ(G) = α(G)) és ennek alapján τ (G) = 20 és α(G) = 20.2 pont


