Kombinatorika és grafelmélet I
Els6 P6tZH, 2010. dec. 10. 12.15-13.45, H405/A

Javitokules
1. A G graf csicsai vy, ve, ..., v12. Hany feszitéfa van rajtuk a kovetkezs tulajdonsiggal. A

v1vy €l benne van, és ha elhagyjuk ezt az élet a feszit6fabol, akkor egy 4 és egy 8 cstcsu fara
esik szét.

Ha a viv2 élet elhagyjuk, vi az egyik, v2 a maéasik komponensben lesz. Tehat két eset van, vi lesz a 8 ponti
komponensben, vy a 4 pontiban, vagy forditva. Mindkét esetben ugyananigy megy tovabb a szamolas, tegyiik fel,

hogy v1 lesz a 8 pontd komponensben, v2 a 4 pontiban. 3 pont
vi-hez valasztanunk kell még 7 pontot, ez (170) lehetéség, ezzel meghataroztuk, hogy melyik komponensben melyik
pontok vannak. 3 pont
vy illetve va komponensén kell venniink egy-egy feszitsfat, ezt a Cayley tétel szerint 8% illetve 42 féleképpen tehetjiik
meg. 3 pont
Tehat Gsszesen 2(170) 8942 feltételeknek megfelels feszit6fa van. 1 pont

2. Legyen G egy 3k csicsu graf, k darab diszjunkt haromszog unidja. Legkevesebb hany élet
kell hozzavenni GG-hez, hogy a kapott grafban legyen Hamilton kor?

Egy Hamilton kor mindegyik haromszognek legfeljebb 2 élét hasznalhatja. 3 pont

Ez 2k él, 6sszesen pedig 3k éle van egy Hamilton kornek, tehat biztos sziikség van még legalabb k élre. 3 pont

k él elég is: legyenek a graf csicsai vi, va,. . ., v3k és legyenek a haromszogek vivovs, v4vsve, . . . , Vsk—2Vsk—1V3k. Vegyik
be a v3v4, vev7, . . ., V3k_3Vsk—2, V3kv1 éleket, ez k él, és a kapott graf tartalmazza a vivs - - - v3r, Hamilton kort. 4 pont

3. A G 12 csucst teljes graf cstcsai uy, ug, us, ug, V1,0, ...,vs. Az usu; élek salya 5 (1 <
i,j < 4), a vu; élek salya 10 (1 < ¢,57 < 8), az wv; élek stlya o (1 < i < 4,1 < j <38).
Hatarozzuk meg GG minimalis Osszsilyu feszit6fajanak a silyat x fiiggvényében.

Héarom esetet kiilonboztetiink meg: 1. eset: © < 5, 2. eset: 5 < z <10, 3. eset: 10 < z. 2 pont

Tudjuk, hogy a moho algoritmus megtalalja a minimalis Gsszstlyi feszit6fat, ezét mindharom esetben ezt fogjuk
gondolatban lefuttatni. 2 pont

1. El6szor x stlyt éleket valasztunk (melyek az u és v pontok kozott futnak). Ezekbdl 11-et valasztva tigy, hogy
koézben nem alkotunk kort, éppen egy 11z silyu feszitéfat kapunk. Tehat itt a valasz 11zx. 2 pont

2. El@szor az 5 silya éleket valasztjuk, de ezekbdl csak 3-at tudunk valasztani, kiilonben kort kapnank. Utana
befejezziik a fat 8 db z stlyu éllel, igy a valasz 15 + 8x. 2 pont

3. Itt el@szor az 5 silyt éleket valasztjuk, de ezekbdl csak 3-at tudunk valasztani, utdna a 10 stlyt éleket valasztjuk,
de ezekbdl csak 7-et tudunk valasztani, végiil 6sszekotjiik a két fat egy x silyu éllel. A valasz 15 + 70 + x. 2 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy a 101 csicsu teljes grafnak, Kyo;-nek

a. legalabb 99 kiilonb6z6 Euler kore van.

b. legalabb 99! kiilénb6z6 Euler kore van.

A 101 csicst teljes graf természetesen Gsszefiiggs, minden csiics foka 100, tehat van Euler kore. 2 pont

a. Az Euler kor tartalmazza a vive élet, és va-b6l még a tobbi 99 csics barmelyikébe tovabbmehetiink, majd
tetsz6legesen befejezhetjiik az Euler kort. Ez legalabb 99 lehet&ség. 4 pont

b. Az Euler kor tartalmazza a vive élet, és va-b6l még a tobbi 99 csics barmelyikébe tovabbmehetiink. Ebbgl a
csticsbol a maradék 98 csiics barmelyikébe tovabbmehetiink, és igy tovabb, amig el nem fogynak a csticsok. Az igy kapott
Hamilton utat tetsz6legesen folytathatjuk hogy egy Euler kort kapjunk. Ez 99! lehetGség. 4 pont

5. Hatarozzuk meg az 0Osszes olyan x szamot, amelyre az alabbi haléozatban a maximalis
folyam értéke 81.

Mivel van egy 4 + x értékd vagas (lasd az abrat) ezért ha x < 77, akkor nincs 81 értékd folyam. 3 pont
Ha z > 77, akkor van 81 értékii folyam (abra). 3 pont
To6bb meg akkor sincs, mert van egy 81 értékd vagas is (lasd az abrat). 3 pont

Tehat a valasz x > 77. 1 pont
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6. A G graf csiicsai vy, vg, . .., Va0, v; és v; akkor és csak akkor van Gsszekdtve, ha ij oszthato
4-gyel.

a. Vegyiink el pontosan 10 élet G-bdl tgy, hogy a maradék grafnak van Euler kore.

b. Vegyiink el pontosan 11 élet G-bdl ugy, hogy a maradék grafnak van Euler kore.

A graf a kovetkezSképpen néz ki: a 20 db paros indexi cstcs teljes grafot alkot, és ezek koziil a 10 db 4-gyel oszthato

indexd a 20 db paratlan indextvel is 6ssze van kotve. Mas él nincs. 2 pont
Tehat a graf sszefiiggs, a 10 db 4-gyel oszthaté indexd csics fokszama 39, a 10 db péros, de 4-gyel nem oszthato
indexi csics fokszama 19, a 20 paratlan indexi cstcs fokszama 10. 2 pont
El kell érniink, hogy minden fokszam péaros legyen, és a graf dsszefiiggé maradjon. 1 pont
Jelenleg a paros indext csicsokkal van baj, az 6 fokszamuk paratlan. 1 pont
a. Vegyiink el egy teljes parositast a paros indexd csicsokon. Ezzel a graf Gsszefiiggé maradt, és a paros indexi
csiicsok fokszama eggyel cskkent, igy a kapott grafnak van Euler kore. 2 pont

b. Az el6z6t dgy modositjuk, hogy a teljes parositas egyik élét kicseréljiik egy V' bettire, vagyis 2 élre, amelyeknek
a kozos vége egy paratlan szam, a masik végiik pedig az eredeti ¢l két vége. (Pl a vovs ¢l helyett vegyiik a vov1 és vavy
éleket.) Ezzel 6sszesen 11 élet hagytunk el, minden paros indexii csics fokszama eggyel csokkent, egy pératlan indextd
csics fokszama kettével csokkent, és a graf Gsszefliggé maradt, tehat a kapott grafnak van Euler kore. 2 pont



