A Zykov konstrukcié és a Shift graf

Tetszbleges G grafra w(G) a G klikkszdma, vagyis a G-ben taldlhatd legnagyobb teljes részgraf mérete,
X(G) pedig G kromatikus szdma, vagyis G csicsainak kiszinezéséhez sziikséges szinek szdma (ahol barmely
két szomszédos csics szine kiilonbozo).

Nyilvédnval6, hogy minden G grafra w(G) < x(G). Két olyan grafosztélyt mutatunk, ahol x tetszéle-
gesen nagy lehet, mikézben w = 2, vagyis a grafjaink nem tartalmaznak haromszoget.

Zykov konstrukcié.

Legyen Z; az egy csicsbdl allo graf. Tegyiik fel, hogy k£ > 1 és mar meghataroztuk a Zj, Zykov gréafot.
Vegyiikk Z; k darab diszjunkt példanyat, legyenek ezek Z,il), Z,(Cz)7 A ,(Ck). Vegyiink minden lehetséges
médon egy-egy csticsot mindegyik példanybdl: v @ . k) @) ¢ Zéi) és ehhez a vialasztdshoz
vezessiink be egy 1j v = v(v(l)7 v@ ,v(k)) kiegészité csicsot, amelyet a v, v . v*) csicsokkal
kotiink Ossze, mas csicesal nem. Az igy kapott graf Zp, 1.

Elészor beldtjuk, i-re vonatkozé indukciéval, hogy w(Z;) = 2 minden i-re, vagyis Z; nem tartalmaz
héromszoget. Ha i = 1, akkor ez nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy ¢ > 1 és Z; nem tartalmaz haromszoget.
Ekkor a Z;,1-ben levé Z; diszjunkt példanyaiban sincs haromszog, a kiegészit6 csiicsok szomszédai pedig
nincsenek Osszekotve, hiszen barmely két szomszed Z; kiilonbozé példanyaban van.

Most pedig beldtjuk, hogy minden i-re x(Z;) = 4, ugyancsak indukciéval i-re. Ez ¢ = 1-re trividlis.
Tegytik fel, hogy @ > 1 és x(Z;) = i. Ekkor Z;; kiszinezhetd i 4+ 1 szinnel a kovetkezé médon. Szinezziik
ki Z; mindegyik példanyat i szinnel és szinezziik ki a kiegészité csucsokat egy i + 1-edik szinnel. Ez egy
j6 szinezés, tehat x(Z;11) <i+ 1.

Most szinezziik ki Z; 11 cstcsait i szinnel, mondjuk legyenek a szinek 1,2, ... i. Ekkor, mivel x(Z;) = 1,
Z; minden példanyaban hasznalnunk kell az 6sszes szint. Valasszunk minden j-re a j-edik példanyban
egy j szinfi cstcsot, vagyis minden 1 < j < i-re legyen v\7) € Z,ij ) olyan, hogy v\9) szine éppen j. Ekkor
viszont a v = v(vM, v@ ... v*)) kiegészité csticsnak mind az i szinbél van szomszédja, ezért 6t nem
tudjuk megfelelden kiszinezni, ellentmondds. Ezzel beldttuk, hogy x(Z;+1) > i+1, ezért x(Z;+1) =i+ 1.

Shift graf.

Legyen m > 1. Az S, shift graf cstcsai legyenek az (i,j) szdmpédrok, ahol 1 < i < j < m.
(Elképzelhetjiik (4, j)-t egy intervallumnak is.)

Két cstics, mondjuk (7,7) és (¢/,5’) akkor és csak akkor vannak Gsszekotve, ha i = j/ vagy j = ¢'.
Vagyis ha az egyik intervallum ott végzodik, ahol a masik kezd&dik.

Azt allitjuk, hogy S,, nem tartalmaz haromszoget és x(S,,) > logy m. Az elsd allitds szinte nyilvan-
vald. Legyenek (i,j) és (i',5’) szomszédos csicsok, feltehetjiik, hogy j = ¢/. Tehdt i < j = ¢/ < 7.
Ekkor viszont nem létezik olyan harmadik csiics (intervallum) amely egyszerre szomszédos (i, j)-vel és
(¢, §7)-vel. Hiszen egy ilyen intervallum vagy i-ben végzddik, vagy j-ben kezd6dik, de egyik esetben sem
lehet szomszédos (i/, j)-vel.

Tegyiik most fel, hogy x(S,,) = k, szinezzik ki S,, cstcsait az 1,2, ...k szinekkel. Minden i-re legyen
H; C{1,2,...,k} azon szinek halmaza, amely (i, ) szine valamilyen j > i-re. (Vagyis az i-vel kezd6d6
intervallumok szineinek a halmaza.)

Ha i < 4/, akkor H; # H;/, mert (4,4') szine, ¢ € H;, de ¢ € Hy, kiilonben lenne egy #'-ben kezd6dd
és végz6dé c szinl intervallum, mérpedig ezek szomszédosak Sp,-ben. Mivel az {1,2,...,k} halmaznak
osszesen 2F részhalmaza van, m < 2%, tehat x(S,,) = k > logy m.

Ezért tetszOleges k-ra S = Syr egy olyan graf, amelyre w(S) =2 és x(5) > k.



