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Javitékules

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztatd jelleggel llapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam elott szerepld allitas kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a felttele, hogy a megolddshoz vezet6 gondolatmenet
megfeleld részének vgiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatb6l. Ha ez utébbi kideriil, 4&m a kérdéses &llitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfelelé részpontszam legaldbb részben jr. Természetesen az ismertetet-
tektdl eltérd de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az utmutatdbeli pontozas intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szémoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. A 10 csticst G gréf csicsai vy, v2,...,v5 és ug, U2, ..., us. A v; és v; pontok Ossze vannak kétve
éllel akkor és csak akkor, ha |i — j| = 1 vagy 4, ugyanigy az u; és u; pontok Gssze vannak kotve éllel
akkor és csak akkor, ha |i — j| = 1 vagy 4, az u; és v; pontok pedig Gssze vannak kotve éllel akkor és
csak akkor, ha |[i — j| = 0, 1 vagy 4. Mds él nincs. (Vagyis G-t tgy is megkaphatjuk, hogy egy 5 hosszu
kor minden pontjat megdupldzzuk.) Hatdrozzuk meg G pont-Osszefliggéségi szamét.

Ha elhagyjuk az uq, v1, us, vs pontokat, akkor a maradék graf nem lesz Osszefliggd: az egyik komponensben
lesznek az us, vo pontok, a mésikban a tobbi. 2 pont
Nevezziik a (u;, v;) parokat ikertestvéreknek (1 < i <5). Hagyjunk el most hdrom pontot a grafbél, legyen a
kapott graf G’. Ekkor az ikertestvér-pdrok koziil legfeljebb egy olyan lehet, amelynek mindkét tagjat elhagytuk.
Feltehetjik tehdt az dltaldnossag megszoritasa nélkiil, hogy G’-ben az (u;,v;) pdrnak legaldbb egy tagja szerepel
(1<i<4). (Az (us,v5) parra ez nem feltétleniil igaz.) 4 pont
Nyilvén ha egy ikerpar mindkét tagja benne van G’-ben, akkor azok Ossze is vannak kotve. Most legyen w;
és w; G’ két csicsa, ¢ < j, ahol w; = u; vagy v; és w; = u; vagy v;. Ekkor taldlhaté egy olyan w;w;yq ... w; 1t
G’-ben, ahol minden wj, = uy, vagy vg 1 < k < j. Tehdt G’ osszefuiggd. 3 pont
Ezért G pont-Osszefiiggdségi szama k(G) = 4. 1 pont

2. Mennyi az 1. feladatban szerepld graf kromatikus szama?
Prébaljuk kiszinezni G-t négy (1,2,3,4) szinnel. Mondjuk az (u1,v1) par kapja az 1,2 szineket. Ekkor az

(ug,vq) pér kapja a 3,4 szineket, mert uy, v1, ug, ve egy teljes négyest hatdroz meg, (us,vs) az 1,2 szineket,
(ug,vq) a 3,4 szineket, és (us, vs) az 1,2 szineket, ami szerencsére ellentmondds, mert uq, v1, us, vs is egy teljes

négyest hatdroz meg. Ezért x(G) > 5. 5 pont
Viszont G Osszefliggd, nem paratlan kor, és nem is teljes graf, minden pont foka 5, tehdt a Brooks tétel
szerint x(G) < 5. 4 pont
Tehét x(G) = 5. 1 pont

Maésodik rész mésképp:

G-t ki tudjuk szinezni 6t szinnel a kovetkez6 médon: uq: 1, wv1: 2, wo: 3, wer 4, wu3: 5, w3 1, wuyg: 2,
vg: 3, us: 4, ws: 5. 4 pont

Tehét x(G) = 5. 1 pont

3. Legyen G egy 10 csucsu graf, x(G) = 3.
a. Bizonyitsuk be, hogy 7(G) < 6.
b. Bizonyitsuk be, hogy 7(G) > 2.

a. Szinezzik ki a grafot hdrom szinnel (piros, kék, z6ld). Ha mind a hdrom szinosztily legfeljebb 3 elemii
lenne, akkor dsszesen legfeljebb 9 csiics lehetne. Tehét valamelyik szinosztdly (mondjuk a zold) legalabb négy
elemfi. 3 pont



Ezek szerint a piros és kék pontok egyiittvéve legfeljebb 6-an vannak. Ez a legfeljebb hat pont pedig lefogja
az Osszes élet, mert nincs olyan él, amelynek mindkét végpontja zold. 3 pont
b. Ha 7(G) = 1, akkor a gréf egy csillag; azt az egy lefogé pontot kiszinezhetjiik mondjuk pirossal, az Gsszes
t6bbi pontot kékkel, mert azok kozott nem fut él. Tehat ekkor x(G) < 2, ami ellentmond a feltételnek, ezért
7(G) > 2. 4 pont

4. G(A, B; E) egy 100 csticsu paros graf, minden X C A és X C B halmazra |N(X)| > |X|. (N(X)
azon pontok halmaza, amelyeknek van X-beli szomszédja.) Bizonyitsuk be, hogy 7(G) = 50.
<

A feltételt X = A-ra illetve X = B-re alkalmazva azt kapjuk, hogy |A| < |[N(A)| < |B|, illetve |B| <
|N(B)| < |A|, ésszevetve |A| = |B]. 3 pont
Tehét teljesiilnek a Frobenius tetel feltételei: |A| = |B| és minden X C A halmazra |N(X)| > | X|. Ezért
taldlhaté a grafban teljes parositds, ami 50 darab fiiggetlen él. Vagyis 50 < 7(G). 4 pont
Ugyanakkor Az A (vagy a B) halmaz egy lefog6 ponthalmaz, mert G paros graf. Ezért 50 > 7(G), Osszevetve
megkaptuk, hogy 7(G) = 50. 3 pont

5. G1(V,Ey) és Ga(V, Eq) két éldiszjunkt graf (ugyanazokon a csicsokon). Tudjuk, hogy G
3-élosszefiiggd, Go 4-élosszefiiggs. Legyen G = G(V,Ey U Ey) = G1 U G2 az a gréaf, amelynek a
cstucshalmaza V', élhalmaza pedig E1 U Es.

a. Bizonyitsuk be, hogy G 7-élosszefiiggd.

b. Mutassunk olyan 3-élosszefiiggd G, és 4-6losszefliggd Go (nem feltétlendil éldiszjunkt) gréfokat,
amelyekre a G = G1 U G4 graf 1000-élosszefiggo.

a. Tegyiik fel, hogy a G1 U G5 hat él elhagydsival két komponensre esik szét. Ekkor, mivel G és Gs
éldiszjunktak, vagy legfeljebb 2 tartozik az hat él koziil G1-hez, vagy pedig legfeljebb 3 tartozik G-hoz. 3 pont
A megfeleld 2 (illetve 3) él elhagydsdval G (illetve Go) két komponensre esik szét, ami ellentmond annak,
hogy 3-élosszefliggb (illetve hogy Go 4-8l6sszefiiged). Tehdt G U Go T-él0sszefliggd. 3 pont
b. Legyen V', a csticshalmaz 10000 elemii. Legyen G és G5 ugyanaz a graf, a teljes graf V-n. 2 pont
Ekkor G; UGy = Gy = G2. Ha Gi-et egy x és egy 10000 — x elemli komponensre akarjuk felbontani,
akkor a koztik futé (10000 — ) > 9999 élet kell elvenniink. Tehdt G, Ga, és G; U Ga is 9999-6l6sszefiiggd.
Ami kielégiti a felételeket, hiszen ebbdl kovetkezik, hogy G 3-élosszefliges, Go 4-élosszefiiggd, és G = G U Go

1000-€él6sszefliggo. 2 pont
a. masodik megoldds: Legyen u és v két tetszbleges csiics. A Menger tétel miatt G1-ben van hdrom éldiszjunkt
at u és v kozott, Ga-ben pedig négy. 2 pont
A G = G1 UGs grafban ez a hét uv Ut benne van, és mivel Gi-nek és Gao-nek nincs kozos éle, ez a hét ut
éldiszjunkt. 2 pont
Tehat G-ben barmely két pont kozott van hét éldiszjunkt ut, akkor viszont G 7-élosszefiiggd. 2 pont
6. Legyenek G cstucsai vy, v2,...,v45. A v; és v; csiicsok pontosan akkor vannak Gsszekotve, ha i - j

oszthaté 8-cal. Hatdrozzuk meg p(G) és a(G) értékét.

El6szor értsitk meg, hogy mi is ez a graf. Beosztjuk a csicsokat a kdvetkezd négy osztalyba: A: nyolccal
oszthaté indexti cstcsok, |A| = 5. B: néggyel igen, de nyolccal nem oszthaté indexti csucsok, |B| = 6. C:
kett&vel igen, de néggyel nem oszthaté indexii cstcsok, |C| = 11. D: pératlan indexii csicsok, |D| = 23. 2 pont

Az A-beli csicsok minden maés csiccsal ssze vannak kotve, a B-beli csiicsok ezenkiviil 6ssze vannak kotve
egymaéssal és a C-beli csucsokkal. Mas €l nincs. 2 pont

Itt C' U D egy 34 elemii fliggetlen halmaz. Tehat a(G) > 34. 2 pont

Ugyanakkor kénnyen vehetiink az A-beli és D-beli csicsok kozott 23 élet, amelyek lefogjdk A-t és D-t, es
a B-beli és C-beli csticsok kozott 11 élet, amelyek lefogjak B-t és C-t. Ez 34 elemii lefogd élrendszer, tehat
p(G) < 34. 2 pont

Ebbél a két egyenldséghdl 34 < a(G) < p(G) < 34, tehat 34 = a(G) = p(G). 2 pont

(7(G): lefogd pontok minimalis szama, v(G): fiiggetlen élek maximélis szdma, p(G): lefogd élek
minimdlis szdma, o(G): fiiggetlen pontok maximélis szdma, x(G): G kromatikus szdma.)



