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Javitokules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat téjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitds kimonddasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az
adott pontszdm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet$ gondo-
latmenet megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor megfelel6 részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektol eltér6
de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az utmutatdbeli pontozés intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogd pontok minimdlis szdma, v(G): fliggetlen élek maximdlis szdma, p(G): lefogd élek
minimdlis szdma, «(G): fliggetlen pontok maximélis szdma, w(G): klikkszdm, x(G): kromatikus szam.

1. G egy 100 csucsu graf, x(G) < 11. Bizonyitsuk be, hogy a(G) > 10.

Szinezziik ki G-t x(G) < 11 szinnel. 2 pont
Ekkor van olyan szinosztély, amelynek legaldbb 10 csticsa van, ellenkezo esetben legfeljebb 9-11 = 99 csticsunk
lehetne. 4 pont
Egy szinosztaly pedig fiiggetlen pontokbdl all, hiszen azonos szinii pontok kézott nem futhat él. 2 pont
Tehét taldltunk legaldbb 10 fiiggetlen pontot, ezért a(G) > 10. 2 pont

2. A (25 cstcst) G graf csdcsai v; 5, 1 < 0,5 < 5. A v;; és vy, killonb6z6 cstcsok akkor és csak
akkor vannak Osszekotve, ha |i — k| = 0, 1, vagy 4. Hatdrozzuk meg x'(G)-t, G élkromatikus szamét.

A G grafban minden csics foka 5 +4 + 5 = 14. 2 pont
Tehét a Vizing tétel alapjan 14 < x/(G) < 15. 2 pont
Tegylik fel, hogy sikeriilt kiszinezni az éleket 14 szinnel. Ekkor, mivel minden cstics foka pontosan 14, minden
csticsba mind a 14 szint élbol pontosan egy fut be. Vagyis az azonos szini élek teljes parositast alkotnak. De ez
lehetetlen, mert 25, vagyis paratlan sok csicsunk van. 5 pont
Ezért x'(G) = 15. 1 pont

3. G megint egy 100 csticsu graf amelynek nincs izolélt pontja, p(G) = 98. Bizonyitsuk be, hogy
x(G) <5.

A Gallai tétel szerint p(G) + v(G) = 100, tehat a fiiggetlen élek maximdlis szdma, v(G) = 2. 3 pont
Legyen uv és xy két fiiggetlen él. A feltételek szerint a tobbi (u, v, x, y-tdl kiilonboz6) 96 csics kozott nem
fut él. 3 pont
Szinezziik ki ezt a 96 cstcsot egyforma szintire, az u, v, x, y cstcsokat pedig tovabbi 4 szinnel. 2 pont
Ez egy j6 5-szinezése G-nek, tehét x(G) < 5. 2 pont

(Valéjdban x(G) < 4 is igaz, és nem is sokkal nehezebb bebizonyitani.)

4. G egy 2-élosszefliggd egyszerii paros graf A és B osztalyokkal, |[A| = n, n > 1. Az A osztaly
csicsai v1, . .., Uy, v; fokszdma d;. Tudjuk, hogy minden ¢ # j-re d; +d; > 2n. Bizonyitsuk be, hogy G
tartalmaz n fiiggetlen élet.

Bebizonyitjuk, hogy teljesiil a Hall feltétel. Legyen X C A, N(X) C B X szomszédainak a halmaza. Mivel
G egy 2-élosszefliggd, minden csiics foka legaldbb 2. Tehat |N(X)| > 2 minden X-re. Ezért ha |X| < 2, akkor
mindenképpen |N(X)| > |X]|. 4 pont



Tegyiik fol, hogy |X| > 2, legyen u,v € X. Mivel d(u) 4+ d(v) > 2n, vagy d(u) > n, vagy d(v) > n, de

mindenképpen |[N(X)| > n > |X]|. 4 pont
Ezzel beldttuk, hogy teljesiil a Hall feltétel, vagyis a Hall tétel alapjan van A-t lefedd pérositas, ami n
fliggetlen élet jelent. 3 pont

5. A 100 csucsu G egyszerl grafbdl barhogyan elhagyunk 2 élet, sikgrafot kapunk. Bizonyitsuk be,
hogy x(G) < 5.

Ha G-ben minden cstcs foka legfeljebb 1, akkor trividlisan x(G) < 5, s6t, x(G) < 2. 1 pont
Tegyiik fol, hogy d(v) > 2, és legyen vu és vw G két éle. 1 pont
Hagyjuk el 8ket G-bSl. A megmaradt G’ graf sikgraf, tehét a Négyszintétel alapjan ki tudjuk szinezni 4
szinnel. 4 pont
Most szinezziik at a v csicsot egy 6todik szinre. 2 pont
Igy méar nyugodtan visszatehetjiik a vu és vw éleket, tehat a G graf j6 5-szinezését kaptuk. Vagyis y(G) < 5.

2 pont

6. Tetsz6leges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a csicsok, e(G) az élek, t(G) a tartomédnyok szama.
Hatéarozzuk meg az e(G) —t(G) mennyiség maximumat és minimumaét, ha G barmilyen 100 csicsd (nem
feltétleniil Osszefiiggd) egyszerii graf lehet.

Az Euler formula alapjin n(G) — e(G) + t(G) = 1 + k(G), ahol k(G) a komponensek szdma. Ennek alapjin

e(@) —t(G) =n(G) = 1 —k(G) =99 — k(G). 3 pont
Tehét e(G) — t(G) akkor maximadlis, ha k(G) minimélis, vagyis 1, vagyis e(G) — ¢(G) maximuma 98, ennyit
el is érhetilink ha G 0Osszefliggd sikgraf. 3 pont

Végiil e(G) — t(G) akkor minimalis, ha k(G) maximalis. Mivel G-nek 100 cstcsa van, k(G) < 100. Tehét
e(@) — t(G) minimuma —1, ennyit el is érhetiink ha G-nek nincs éle. 4 pont



