Kombinatorika és grafelmélet I
2. POtZH, 2016. msjus 17, 12.15-13.45, H 405
Javitékulces

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld dllitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet§ gondolatmenet
megfelel6 részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitds, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfelel6 részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektol
eltér6 de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az itmutatéban szereplé pontozas intelligens

kozelitésével meghatirozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibaért altaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogé pontok minimdlis szdma, v(G): fliggetlen élek maximdlis szdma, p(G): lefogd élek
minimdlis szdma, «(G): fliggetlen pontok maximélis szdma, w(G): klikkszdm, x(G): kromatikus szdm.

1. A 2016 csticsu G grafban a maximélis fokszam A(G) = 9. Bizonyitsuk be, hogy a(G) > 202.

Els6 megoldas:

Viélasszunk ki egy csucsot és hagyjuk el grafbol a szomszédaival egyiitt. Ezt ismételjiikk a maradék grafban

addig, amig el nem fogy a graf. 4 pont
Minden 1épésben egy 1j pontot valasztottunk ki. A kivédlasztott pontok fliggetlenek, mert mindig elhagytuk
a kivalasztott pont szomszédait. 3 pont
Mivel A(G) =9, egy 1épésben legfeljebb 10 pontot hagytunk el a grafbdl. Tehat legaldbb 202 1épést tudtunk
tenni, vagyis legaldbb 202 pontot ki tudtunk valasztani, tehdt o(G) > 202. 3 pont

Maiasodik megoldas:
Vegylink egy maximalis fiiggetlen X ponthalmazt G-ben, legyen ennek | X | = k pontja. Ekkor az Gsszes t6bbi

pont X legaldbb egy cstcsaval dssze van kotve. (Kiilonben hozzavehetnénk X-hez.) 5 pont
Viszont minden csicsnak legfeljebb 9 szomszédja van, tehat 2016 — k < 9k. Ebbdl pedig azt kapjuk, hogy
k > 202. 5 pont
2. A G gréf cstcsai vy, v, . . ., v17, v; és v; pontosan akkor van Gsszekotve éllel, ha |i—j| = 1,2, 15, 16.

Hatéarozzuk meg x(G)-t.

Elészor beldtjuk, hogy x(G) > 4. Prébaljuk meg G-t kiszinezni a piros, fehér, zold szinekkel. A vy, vy, vs
csucsok Ossze vannak kotve, ezért kiilonbozo szintiek, feltehetjiik, hogy v piros, vy fehér, vs zold. 2 pont
Mivel barmely hdrom szomszédos cstics Gssze van kotve, csak egyféleképpen, periodikusan folytathatjuk a
szinezést: v4 piros, vs fehér, ... Vagyis v; piros, ha i = 3k + 1, fehér, ha i = 3k + 2, z0ld, ha ¢ = 3k. Tehat vy7

fehér. Viszont vs is fehér, ami ellentmondéas, mert szomszédosak. 4 pont

Négy szinnel viszont kiszinezhetd: vy piros, ve fehér, vs zold, vy kék, vs piros, vg fehér, vy zold, vg kék, vg

piros, vig fehér, vyy z6ld, vio piros, vz fehér, vi4 z0ld, vy piros, vig fehér, vi7 zold. 4 pont

3. Hatdrozzuk meg az olyan 10 csicsu G grafok maximélis élszamdat, amelyekre 7(G) = 4 és
x(G) =4.

Legyenek G cstucsai v, v9, .. .,v19. Tudjuk, hogy koziiliik 4 lefogja az Osszes élet, legyenek ezek vy, va, v3, vy.

1 pont

A maximalis élszdmu gréfot a vy, v, ..., v19 csucsokon, azzal a feltétellel, hogy vy, va, v3,v4 egy lefogd pont-

halmaz, ugy kapjuk, hogy behizzuk az Gsszes élet, ami a vy, v9, v3, v4 csuicsokra illeszkedik. Legyen ez a graf H.

3 pont

A H grafban viszont van teljes 5 csucsu graf, példaul vy, vs,vs,vq,vs, ezért a kromatikus szdma sajnos
legaldbb 5. (Persze pontosan 5, de ez most nem kell.) Ezért H nem felel meg a feltételeinknek, el kell hagynunk
bel6le legalabb egy élt.



Hagyjuk el a vive élt H-bAl, legyen a kapott graf G. G-nek tovabbra is van 4 lefogd pontja, v, ve, vs3, v4,

ugyanakkor van négy fliggetlen éle is, példdul vy vs, vovg, v3v7, v4vs, tehdt 7(G) = 4. 2 pont
A kromatikus szdma, x(G) = 4, mert egyrészt vy, v3, vy, U5 egy teljes 4 csicsu grafot alkot, mdsrészt, ha vy
kék, vo kék, v3 sarga, vy piros, a tobbi cstcs fekete, az egy j6 5-szinezés. 2 pont
Teat G egy maximalis élszamu graf, ami kielégiti a feltételeket, 29 éle van, igyhogy a valasz 29. 2 pont

4. G egy egyszeri paros graf A és B osztalyokkal. A csiucsai vy, ..., vy, v; fokszama d;. Tegyiik
fel, hogy n paros. Tudjuk, hogy minden i-re d; > i/2. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz legaldbb n/2
fliggetlen élet.

Hagyjuk el G-b6l az A-beli pdratlan indexfi csicsokat, legyen az igy kapott részgrdf G', A’ és B osztdlyokkal.

4 pont

Belatjuk, hogy teljesiil a Hall feltétel. Legyen X C A’. Legyen v; X-ben a legmagasabb indexi cstics. Mivel
minden index kiilénboz6 és paros, i > 2|X|. Ezért a feltétel alapjan d; > i/2 > | X]|. 3 pont
Tehédt |N(X)| > d; > | X|, vagyis teljesiil a Hall feltétel, van A’-t lefed6 parositds G'-ben, igy G-ben is, ez
pedig éppen n/2 fiiggetlen él. 3 pont

5. A G grafot sikeriilt két élmetszéssel lerajzolnunk. (két metszéspont, mindkettében pontosan két
él metszi egymast) Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 6.

Legyen az egyik metszéshez tartozé két él négy végpontja koziil az egyik v, a masik metszéshez tartozd két

él négy végpontja koziil az egyik u. 3 pont
Hagyjuk el G-bdl v-t és u-t és a hozzdjuk csatlakozo éleket. Igy kapjuk a G’ grafot, ami metszés nélkiil van
lerajzolva. Tehdat a Négyszintétel szerint kiszinezheté négy szinnel. 4 pont

Szinezzik ki v-t és u-t egy otodik és egy hatodik szinnel. Ez a szinezés mutatja, hogy x(G) < 6. 3 pont
(Egyebként nem nehéz belatni, hogy x(G) < 5 is teljesiil.)

6. Hatdarozzuk meg a 24 éli, osszefliggd, (akarhdny csicsi), egyszerii sikbarajzolt G grafok tar-
tomdanyainak, ¢(G)-nek a lehetséges legkisebb és legnagyobb értékét.

Minimum: Barmilyen sikbarajzolt graf esetén a tartomanyok szama legalabb 1, ezt pedig el is érhetjiik,
példdul vegylink egy 24 él{1 (25 csicsd) utat. 2 pont
Maximum: Legyen G egy 24 élii n csucsu, egyszerli Osszefiiggd sikbarajzolt graf, ¢ tartomannyal. Az Euler
formula alapjan n — e + t = 2, behelyettesitve n — 24 + ¢ = 2 vagyis t = 26 — n. Tehat n-et kell minimalizalni.

Nyilvan n > 3, mert e = 24. 3 pont
Viszont tudjuk, hogy minden egyszerii, legalabb 3 cstcsu sikgrafra e < 3n — 6, a mi esetlinkben 24 < 3n — 6
tehat 10 < n. 3 pont

Ugyanakkor egy 10 csicst sikbarajzolt grafnak, amelynek minden tartoménya haromszog, éppen 3-10—6 = 24
éle van. Tehdt ez adja a tartoményok maximumat, ami pl a fenti t = 26 — n Osszefiiggés alapjdn 16. 2 pont



