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Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztaté jelleggel llapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a felttele, hogy a megolddshoz vezet6 gondolatmenet
megfelel6 részének vgiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfelel$ részpontszam legaldbb részben jr. Természetesen az ismertetettektol
eltérd de helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az itmutatéban szerepldé pontozas intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibdért altaldban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

Segitség: 7(G): lefogd pontok minimdlis szdma, v(G): fliggetlen élek maximdlis szdma, p(G): lefogd élek
minimdlis szdma, «(G): fliggetlen pontok maximélis szdma, w(G): klikkszdm, x(G): kromatikus szdm.

8. A w;j és vyy cstcsok pontosan akkor

1. A 64 cstcsu egyszerti G graf csicsai v;;, 1 < 4,7 <
= 7. Bizonyitsuk be hogy G pontdsszefiiggdségi

vannak osszekotve éllel, ha |i — | < 1 vagy |i — /|
szama, K(G) = 16.

(Vagyis G csicsait megfeleltethetjiik egy sakktdbla mezdinek, két cstics Ossze van kotve, ha egy
oszlopban vagy szomszédos oszlopban vannak, vagy ha az egyik az els6, a masik az utolsé oszlopban
van.)

Be kell bizonyitanunk, hogy akarhogyan hagyunk el 15 pontot G-bdl, a megmaradd graf osszefliggé marad,
de 16 alkalmas pont elhagydsaval mar el tudjuk érni, hogy a maradék graf ne legyen 6sszefiiggd. 1 pont
Hagyjunk el 15 pontot G-bdl. Ekkor legfeljebb egy oszlop (mondjuk az i-edik) kivételével minden oszlopban
marad cstucs. Ekkor viszont a megmaradt graf 6sszefliggd, mert az i+ 1-edik oszlopban megmaradt cstcsok Gssze
vannak kotve egymadssal is és az ¢ + 2-edik oszlopban levokkel, az i + 2-edik oszlopban megmaradt cstcsok is
Ossze vannak kotve egymassal is és az i + 3-adik oszlopban levokkel, és igy tovabb, az utolsé oszlopban levok is

egymaéssal és az elso oszlopban levikkel, stb, egészen az ¢ — 1-ik oszlopig. 5 pont
Most hagyjuk el az elsé és a marmadik oszlophoz tartozé cstcsokat. Ekkor a maésodik oszlophoz tartozé
csucsok el lesznek vélasztva a tobbi megmaradt csicstol. 4 pont

2. A 10 cstcst egyszeri H graf csicsai vi;, 1 <4 < 5,1 <5 <2, A vy és vy csicsok pontosan
akkor vannak osszekotve éllel, ha |i —i'| < 1 vagy |i —i'| = 4. Bizonyitsuk be hogy H kromatikus
szama, x(H) = b.

(Vagyis G-t dgy is megkaphatjuk, hogy egy 6t hosszi kor minden csiicsat helyettesitjiik két,
6sszekotott csicesal.)

G-ben van teljes 4-es, (v1,1, V1,2, V2,1, V2,2) tehdt a kromatikus szdm legaldbb 4. Prébaljuk meg kiszinezni
H-t az 1, 2, 3, 4 szinekkel. Az édltalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy v; 1 és vy 2 csicsok szine 1 és
2. Ekkor va 1 és v 2 szine 3 és 4, mert vy, v1,2, V2,1, V2,2 teljes 4-est alkotnak, hasonléan vz és vs 2 szine 1 és
2, V4,1 €s v49 szine 3 és 4, vs1 és vs 2 szine pedig megint 1 és 2, ami ellentmondds, mert vy 1, v1,2, V5,1, V5,2 is
teljes 4-est alkotnak. Tehat x(H) > 5. 5 pont

Viszont 6t szinnel ki lehet H-t szinezni: vy 1 és vy 2 szine 1 és 2, vo 1 és v 2 szine 3 és 4, v 1 és v3 o szine 5 és
1, v41 és vy2 szine 2 és 3, vs1 és vs 2 szine pedig 4 és 5. (Mdésképpen: H-ban minden cstics foka 5, Osszefiiggd,
nem teljes graf és nem pdratlan kor, tehdt a Brooks tétel alapjén x(H) < 5. 5 pont

3. Tegyiik fol, hogy a G egyszeri grafra v(G) =5 és w(G) = 9. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 10.
Legyen viuq,vaus, ..., vsus 5 fliggetlen él G-ben. (Ilyen 5 él van, mert v(G) = 5.) 1 pont

Mivel w(G) =9, avy, v, ..., U5, U1, Us,- .., us csUcsok nem alkotnak teljes gréfot. Ekkor viszont kiszinezhetdk
9 szinnel. 5 pont



Mivel nincs 6 fiiggetlen él, a v1, v, ..., vs5, U1, Us, . . ., us pontoktdl killonbodzé pontok kézott nem fut él. Ezek
tehdt kiszinezhetdk egy tizedik szinnel. 3 pont
Tehat x(G) < 10. 1 pont

4. Legyen G egy péaros graf A, B osztélyokkal. Tegyiik fel, hogy minden X C A esetén, ha |X|
paratlan, akkor |[N(X)| > |X]| + 1. (N(X) az X-hez tartozé csicsok szomszédainak halmaza)
Bizonyitsuk be, hogy G-ben van A-t lefed6 parosités.

Legyen X C A. Ha | X| paratlan, akkor |[N(X)| > |X|+1 > |X]|. 3 pont
Legyen |X| paros. Hagyjunk el egy cstcsot X-bdl, legyen a megmaradt halmaz X’. Ekkor |X'| pédratlan,
tehdt |[N(X")| > | X' + 1. 3 pont
Ennek alapjan |N(X)| > |[N(X')| > |X'| +1 = |X]. 2 pont
Tehat alkalmazhatjuk a Hall tételt, ennek alapjan van A-t lefed6 parosités. 2 pont

5. A G gréfban a v cstcs foka 5. A v cstcsot elhagyva a grafbdl a megmaradt graf nem Osszefiiggo.
Bizonyitsuk be, hogy G élosszefiiggdségi szama, \(G) < 2.

Legyen a G \ {v} graf két osszefliggé komponense Cy és Cy. (Ha t6bb komponens van, akkor a tobbivel nem

is foglalkozunk.) 3 pont
A v csics foka 5, tehat Cy és Cs koziil valamelyikhez legfeljebb 2 éllel csatlakozik. 3 pont
Ezt a legfeljebb 2 élet elhagyva a megfelel6 komponens, C; vagy Cs, leesik a grafrdl, vagyis egy Osszefiggd
komponenssé valik. 3 pont
Tehdt A\(G) < 2. 1 pont
6. A G egyszeril graf csticsai vy, vg,...v16 és U1, uz, ..., uie. A v; és uj pontok Ossze vannak kotve

akkor és csak akkor, ha ij oszthaté 9-cel. Més él nincs. Hatdrozzuk meg 7(G), v(G), p(G) és a(Q)
értékét.

Eldszor ertsitk meg, mi ez a graf. vg az Osszes u; ponttal 0ssze van kotve, ug az 0sszes v; ponttal, ezenkiviil
b ) )
a vs, Vg, V12, V15 pontok illetve az ug, ug, u12, u15 pontok kozott egy teljes paros graf van. Mas él nincs. 1 pont

Az ug, vg, v3, Vg, V12, 15 pontok lefogjdk az Osszes élet, tehdt 7(G) < 6. 2 pont
Ugyanakkor a vouy, v1ug, v3us, vglg, V12U12, V15u1s élek fiiggetlenek, tehat v(G) < 6. 2 pont
A Koénig tétel szerint 7(G) = v(G) (G péros grif) ezért 7(G) = v(G) = 6. 2 pont
A Gallai tétel alapjan a(G) + 7(G) = 32 tehdt o(G) = 26. 2 pont

Vegiil pedig akdr a Gallai (v(G) 4+ p(G) = 32) akdr a Kénig (a(G) = p(G)) alapjdn azt kapjuk, hogy
p(G) = 26. 1 pont



