Kombinatorika és grafelmélet I
2. ZH, 2012. november 26. 14.15-15.45, K 155
Javitékules

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat téjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszadm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfelel6 részének végiggondoldsa vildgosan kidertiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitds, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektél eltéro,
am helyes megoldéasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az utmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. A 22 csticst G graf cstcsai v1,v2, ..., v11 €8 U1, Uz, ..., ur1. A v; és v; pontok Ossze vannak kétve
éllel akkor és csak akkor, ha |i — j| = 1 vagy 10, ugyanigy az u; és u; pontok Ossze vannak kétve éllel
akkor és csak akkor, ha |i — j| = 1 vagy 10, és minden i-re (1 <i < 11) v; és u; is Ossze vannak kotve
éllel. M4s él nincs. (Vagyis G két 11 hosszi korbol all, amik 6ssze vannak kotve egy teljes parositéssal.)

Hatarozzuk meg G pont-6sszefiiggiségi szamat.

Mivel a minimélis fokszdm (s6t, minden fokszédm) 3, k(G) < 3. 3 pont
Hagyjunk most el két pontot G-bél. Ha mindketté az i, uso,...,u;; koron van, akkor a vy, vs,...,v11 kOr
és a megmaradt v;u; élek egy Osszefiiggd grafot alkotnak a megmaradt csicsokon. 2 pont
Ugyanigy érvelhetiink akkor is, ha mindkét elhagyott pont a vy, vs, ..., v1; kéron van. 1 pont
Most tegyiik fel, hogy az egyik pontot az uq,us,...,u1; korbol hagyjuk el, a masikat meg a vy, vs,...,v11
korbél. Ekkor mindkét korbol marad egy Ut amit a megmaradt v;u,; élek osszekotnek. 3 pont

Mivel a grafnak 22, vagyis legaldbb 4 pontja van, az eddigiek alapjdn «(G) > 3, tehdt x(G) = 3. 1 pont

2. Mennyi az 1. feladatban szerepld graf kromatikus szama?

Az uq,us, ..., up;p kor 11, vagyis pdratlan sok csucsu, ezért a kromatikus szdma 3. Tehat az egész G grafnak
is legaldabb 3. (x(G) > 3) 4 pont
Most megmutatjuk, hogy G ki is szinezheté 3 szinnel. Legyen wuq,us,...,u1o szine piros és kék felvaltva
(paratlan i-re u; szine piros, pdrosra kék) és legyen wuy; zold. Legyen vy, vs, ..., v19 szine kék és zold felvaltva
(pératlan i-re v; szine kék, parosra zold) és legyen vy piros. 4 pont
Ez egy 3-szinezés, és konnyen lathatd, hogy a szomszédos cstcsok szine kiilonbozo. 1 pont
Tehét x(G) = 3. 1 pont

Masodik megoldas:

Az uq,us,...,u1; kor 11, vagyis paratlan sok csucsu, ezért a kromatikus szdma 3. Tehat az egész G grafnak
is legaldbb 3. (x(G) > 3) 4 pont
G-ben a maximalis fokszam 3, Gsszefliggd, de nem pératlan kor, és nem is teljes graf, ezért a Brooks tétel
alapjan x(G) < 3. 5 pont
Tehét x(G) = 3. 1 pont

3. Legyen G olyan graf, amelyre 7(G) = 3, és a(G) = 7.
a. Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 4.
b. Mutassunk olyan G grafot, amelyre 7(G) = 3, a(G) =7, és x(G) = 4.

a. Legyen vy, va, vz egy lefogd ponthalmaz. Ekkor a tébbi pont k6zott nem fut él, vagyis fiiggetlen ponthal-
mazt alkotnak. 2 pont
Szinezziik ennek a fiiggetlen ponthalmaznak a pontjait ugyanazzal a szinnel, a vy, vg, v3 pontokat pedig 3
tovébbi szinnel. Ez egy j6 szinezése a grafnak 4 szinnel, tehdt x(G) < 4. 2 pont



b. Legyenek G pontjai vy, v, ..., v10, kossiik Ossze a vy, va, v3, v4 pontokat egymdssal, és tobb él ne legyen.

(Vagyis G egy K4 es 6 izolalt pont unidja.) 2 pont
Ekkor nyilvan 7(G) = v(G) = 3, hiszen vy, v9,v3 egy lefogd ponthalmazt alkot, viszont két ponttal nem
tudjuk lefogni a K, éleit. 2 pont
Ugyanakkor a(G) = 7, mert a vy, vs, . . ., v19 pontok fliggetlen ponthalmazt alkotnak, viszont ha nyolc pontot
vesziink, akkor legaldbb kettd a K4 csticsai koziil kell hogy legyen, és ezek nem fliggetlenek. (De ldthaté ez a
Gallai tételbdl is, hiszen 7(G) + o(G) = 10.) 1 pont
Végiil a K4 miatt x(G) > 4, de négy szinnel kdnnyen kiszinezhetjiik G-t, mert a hat izoldlt pontot tetszole-
gesen szinezhetjiik. (De az a. részbél is kovetkezik, hogy x(G) < 4.) 1 pont

b. masodik megoldés:

Legyenek G pontjai vy, vs,...,v10, és kossiink Gssze minden pontot a vy, vy és vz pontokkal. 2 pont
Ebben a G grifban 7(G) = v(G) = 3, hiszen vy, va,v3 egy lefogd ponthalmazt alkot, és kdnnyen taldlhaté 3
fiiggetlen él. (Tehdt vy, ve,v3 egy minimdlis lefogé ponthalmazt alkot.) 1 pont
Ugyanakkor, a Gallai tétel szerint 7(G)+«(G) = 10, ezért a(G) = 7. (Mellesleg v4, vs, . .., v19 egy maximélis
fiiggetlen ponthalmaz.) 1 pont
Végiil vy, ve,vs,v4 egy teljes négyest alkot, ezért x(G) > 4, de az a. rész alapjdn x(G) < 4, tehat x(G) = 4.

2 pont

4. G(A, B; E) egy paros graf, A csucsai vy, vs,..., 0100, és minden i-re (1 < i < 100) v; fokszadma
d(UZ) Z i2.
Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz A-t lefedd parositast.

Be kell latnunk, hogy minden X C A-ra |[N(X)| > |X|, és akkor a Hall tétel alapjan készen vagyunk. 3 pont
Legyen tehdt X C A, |X| = m. Vegyiik észre, hogy X biztos tartalmaz egy olyan v; csicsot, amelyre i > m,

hiszen ellenkezd esetben csak a vy, v, ..., v,_1 csucsokat tartalmazhatnd, de ez csak m — 1 cstcs. 3 pont
Tehat v; € X, ¢ > m, de ekkor v;-nek méar onmagaban elég sok szomszédja van:

IN(X)| > d(vg) > 2 > m? > m = |X]. 3 pont
Tehat teljesiil a Hall feltétel, G tartalmaz A-t lefedd parositast. 1 pont

Masodik megoldas:

Sorba keresiink part a vy, vs, . .., v190 csucsoknak, ebben a sorrendben, azt allitjuk, hogy nem fogunk elakadni.
4 pont
v1 foka legalabb 1, ezért be tudjuk parositani egy B-beli ponttal. 1 pont

Tegyiik fel, hogy a vy, v, ..., v; pontokat mar beparositottuk kiilonb6z6 B-beli pontokkal. A feltétel szerint
a v;41 csticsnak legaldbb (i + 1)? szomszédja van, és ezek koziil legfeljebb i darabot nem hasznalhatunk, mert

mar be van parositva a vy, vs, ..., v; pontokkal. De mivel (i + 1) > i, van v;1-nek olyan szomszédja, ami még
nincs bepérositva a vy, v, ..., v; pontok egyikével sem. Parositsuk 6ssze v;y1-et egy ilyen ponttal, és haladjunk
tovabb. Igy kapunk egy A-t lefedd péarositést. 5 pont

5. A G graf élosszefliggdségi szama \(G) = 3. (G 3-élosszefliggd, de nem 4-élosszefiiggd.) G egyik
cstcsa v, foka d(v) = 4.

a. Bizonyitsuk be, hogy a G \ v graf osszefiiggd.

b. Bizonyitsuk be, hogy a G \ v graf nem 4-élosszefliggd.

a. Tegyiik 6], hogy G \ v nem Gsszefliggd, hanem a G; és Gy grafok diszjunkt unidja. Tegyiik vissza a v
pontot. Ebbdl osszesen 4 €l indul ki, tehat vagy Gi-be, vagy Ga-be legfeljebb kettd. Feltehetjiik, hogy Gi-be.

2 pont
Ezt a legfeljebb két élet elhagyva Gi-et le tudjuk vélasztani G-rél, ami ellentmond annak, hogy A\(G) = 3.
Tehdt G\ v Gsszefliggd. 2 pont

b. Legyen ey, ea, e3 hdrom él azzal a tulajdonsdggal, hogy G \ {e1,ez2,e3} nem osszefliggd. (Ilyen hdrom él
létezik, mert A\(G) = 3.) 2 pont



Tehét G\ {e1,e2,e3} a Gy és Go grafok diszjunkt unidja. Ezek koziil egyik sem &llhat csak a v csicsbdl,
mert v foka G-ben 4, hdrom él elvétele utan sem lehet bel6le izolalt pont. 2 pont
Akkor viszont ha most toroljik a v csticsot a G \ {e1,ea,e3} = G1 U Gy graftbdl, tovabbra is legaldbb két
komponens marad, tehat G \ v élosszefliggségi szdma legfeljebb 3. 2 pont

6. Legyenek G cstcsai vi,v2,...,v36. A v; és vj csicsok pontosan akkor vannak osszekotve, ha i - j
oszthaté 6-tal. Hatarozzuk meg p(G) és a(G) értékét.

Hogy jobban megertsiik, hogy mi ez a graf, csoportositsuk a csicsokat a kovetkezSképpen. A: a hattal
oszthaté indextiek, |A| = 6. B: a kettével igen, de hdrommal nem oszthaté indextiek, |B| = 12. C: a hdrommal

igen, de kettével nem oszthaté indextiek, |B] = 6. D: a se kett6vel, se hdrommal nem oszthaté indextiek,
|D| = 12. 2 pont
Konnyen lathatd, hogy A csicsai minden maés csiicesal Gssze vannak kotve, ezenkiviil minden B-beli csics
Ossze van kotve minden C-beli csiccesal. Maés €l nincs. 2 pont
BUD egy 24 elemi fiiggetlen halmazt alkot, ezért a(G) > 24. 2 pont

Most vegyiik a kovetkez6 éleket. Minden A-beli csticsot kossiink dssze két D-beli, csupa kiilonb6zé cstccsal,
és minden C-beli cstcsot kossiink Ossze két B-beli, csupa kiilonbozé cstuccesal. Ez 24 G-hez tartozo él, és lefogjdk
az Osszes csticsot. Tehdt p(G) < 24. 2 pont

Viszont minden gréfra a < p, vagyis 24 < a(G) < p(G) < 24, ebbél pedig a(G) = p(G) = 24. 2 pont

(7(G): lefogd pontok minimdlis szdma, v(G): fliggetlen élek maximélis szdma, p(G): lefogé élek
minimadlis szdma, o(G): fiiggetlen pontok maximélis szama, x(G): G kromatikus szdma.)



