Kombinatorika és grafelmélet I
1. Pét ZH, 2012. december 7. 12.15-13.45, H 406
Javitékules

Az utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszdmokat tdjékoztatd jelleggel llapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam elott szerepld allitas kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a felttele, hogy a megolddshoz vezet6 gondolatmenet
megfeleld részének vgiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatb6l. Ha ez utébbi kideriil, 4&m a kérdéses &llitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfelelé részpontszam legaldbb részben jr. Természetesen az ismertetet-
tektdl eltérd de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az utmutatdbeli pontozas intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szémoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany olyan fa van a vy, vs,...,vs csucsokon, amelynek pontosan hérom levele (1-foku cstcsa)
van? (Pontosabban: hanyféleképpen huzhatunk be éleket a vy, ve,...,vg csicsok kozé, hogy a fenti
tulajdonsédgu fat kapjunk?)

a. Mivel a Priifer kédok egyértelmiien megfelelnek a faknak, a megfelelé Priifer kodokat fogjuk 6sszeszamolni.

1 pont

Tudjuk, hogy a Priifer kddban minden cstcs a fokszamanal eggyel kevesebbszer szerepel. 1 pont
Teh&t a levelek (1 fokud csicsok) pontosan azok, amelyek nem szerepelnek a Priifer kédban. Vagyis az olyan

6 hosszu kédokat keressiik, amelyekben 5-féle cstics szerepel. Ekkor pontosan egy koziiliik kétszer szerepel, a

tobbi egyszer. 4 pont
A kimaradt harom csicsot (g)—féleképpen valaszthatjuk ki, ezutan a kétszer szerepld csucsot 5-féleképpen.
Végiil ezekbdl 6!/2-féle kédot alkothatunk (ismétléses permutacio). 3 pont
Tehat a vélasz 5(3)6!/2 = 100800. 1 pont

2. A 39 cstcsi G graf egy 19 csticsu teljes graf és egy 20 cstcsu teljes graf diszjunkt unidja.
Minimélisan hény élt kell behtizni G-be, hogy a kapott graf egyszerii legyen, és legyen Euler kore?

Egy grafban akkor és csak akkor van Euler kor, ha az izolalt pontoktdl eltekintve Osszefiiggd és minden csiics
foka péros. 1 pont
Itt 20 cstcs foka 19, 19 csucs foka 18. Tehat 20 paratlan foku cstics van. 1 pont
Ezek mindegyikéhez kell hizni legalabb egy élet. Ezek az élek mind kiilonbozéek, mert a 20 darab 19 foku
csics mar eredetileg is teljes grafot alkot, és a kapott graf egyszeri kell hogy legyen. Tehat legalabb 20 élet be
kell hiznunk. 5 pont
20 €l viszont elég is, kossiik Ossze a 19 csicsu teljes graf egyik cstcsdt a 20 pontu teljes graf sszes cstucsdval.
A kapott graf egyszerii, Osszefiiggd, és minden fok paros, tehat van Euler kore. 3 pont

3. A G gréf csucsai vy, v, ...,v,, barmely két csiics Gssze van kotve, kivéve a vy és vy csucsok
egymassal. Hany kiilonb6z6 Hamilton dtja van G-nek?

(jsszeszémoljuk a teljes graf Hamilton tdtjainak a szamét, és levonjuk bel6le azokat, amelyek hasznaljék a

V1V €élet. 1 pont
A teljes grafnak Gsszesen n!/2 darab Hamilton itja van, mert a csicsok n! sorrendben kiévethetik egymadst,
de igy minden Hamilton utat kétszer szamoltunk. 3 pont

Azok a Hamilton utak, amelyek hasznéljdk a vive élet, olyanok, hogy a megfeled permutdciéban vy és v
egymads mellett vannak. Az ilyen permutédcidkat a kovetkez6 médon kaphatjuk meg. Vegylk a [vq,vs], vs, ...,
vp, n — 1 darab karakter 0sszes permutédcidjat, majd helyettesitsitk mindegyikben a [vy,vq] karaktert vy ve-vel,
illetve vovq-vel. 3 pont

Ezért 2(n — 1)! ilyen permutdcié van, és {gy minden megfelel§ Hamilton utat kétszer szdmoltunk. 2 pont

Tehdt az olyan Hamilton utak szdma, ahol vy és ve nincsenek egymds mellett, n!/2 — (n — 1)L 1 pont



4. A 2n csicsu G teljes graf csdcsai vi,vs,...,v, €S Ui, Uo,...,u,. Minden i # j-re, ahol 1 <
i,7 < n, avv; élek silya 2, az u;u; élek silya 4. Az Gsszes tébbi él silya x, vagyis minden ¢, j-re, ahol
1 <4,5 < n, az u;v; élek stulya x. Hatdrozzuk meg a minimalis 6sszsilyt feszitéfa silyat

a. r = l-re,

b. x = 3-ra,

c. x = b-re.

Mindhérom esetben nézziik meg, mit adna a mohé algoritmus, mert az biztos egy minimélis Osszsilyu
feszitofat ad. 1 pont
a. x = l-re amig lehet, az 1 silyd éleket fogjuk valasztani, marpedig ezekbél Ossze is jon egy feszitéfa.
(Példdul kossiink 6ssze minden v;-t ui-gyel, és minden w;-t v1-gyel.) Ennek a fanak 2n — 1 éle van, tehdt a silya

2n — 1. 3 pont
b. = = 3-ra amig lehet, a 2 sulyu éleket fogjuk valasztani, vagyis taladlunk egy feszitéfat a vy, va, ..., v,
csucsokon. Ezutdn a 3 silyu éleket vélasztjuk, és igy mar meg is van a feszit6fa, n — 1 darab 2 silyud él és n
darab 3 silyd él, az osszsily 2(n — 1) + 3n = bn — 2. 3 pont
c. Végiil x = 5-re amig lehet, a 2 silyt éleket fogjuk valasztani, vagyis taldlunk egy feszitéfat a vy, v, ..., v,
csucsokon. Ezutdn amilehet, a 4 sulyud éleket fogjuk valasztani, vagyis taldlunk egy feszitéfat az wuy, uo, ..., Uy,
cstcsokon. Végiil még vélasztunk egy 5 silyt élt, és kész vagyunk. Az 6sszsily 2(n—1)+4(n—1)+5=6n—1.
3 pont

5. Hatarozzuk meg az Osszes olyan x szamot, amelyre az aldbbi halézatban a maximalis folyam
nagysiga 8.
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A maésodik dbran lathato egy 2x 42 értékli vagas. Tehat ha a maximélis folyam nagysaga 8, akkor 2x+2 > 8,

igy = > 3. 3 pont
Ugyancsak az abran lathato egy 2x + 2 nagysagu folyam, ha x < 4. Ebbol az kovetkezik, hogy ha 3 < x < 4,
akkor a maximalis folyam nagysdga t6bb mint 8. 3 pont
Ha pedig tovabb noveljik x-et, attol nem csékkenhet a maximalis folyam nagysaga, tehat tébb marad, mint
8. 3 pont
Osszefoglalva, ha a maximélis folyam nagységa 8, akkor = = 3. 1 pont

6. A G grafnak 1000 cstcsa van, és minden cstics foka legalabb 600.
a. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz legaldbb 51 éldiszjunkt Hamilton kort.
b. Bizonyitsuk be, hogy G tartalmaz legalabb 101 kiillonb6z6 Hamilton kort.

a. A Dirac tétel szerint ha egy 1000 cstcsu grafban minden fokszdm legaldabb 500, akkor a graf tartalmaz

Hamilton kort. 1 pont
Tehat az eredeti G graf tartalmaz Hamilton kort. Hagyjuk el ennek a Hamilton kérnek az éleit, igy minden
fokszam kettovel csokkent, tehat tovabbra is van egy Hamilton kor. 2 pont

Ezt 50-szer megismételhetjik, az 50-edik Hamilton kor éleinek elhagyasa utan is még minden fokszam le-
galabb 500, tehat még utoljara alkalmazhatjuk a Dirac tételt, és taldlhatunk egy 51-ik Hamilton kort, és ezek
mind éldiszjunktak. 2 pont

b. Megint alkalmazva a Dirac tételt az eredeti grafra, taldlhaté egy Hamilton kér. Hagyjuk el most ennek
egyetlen egy élét. Ezzel két fokszam eggyel csokkent, a tobbi nem valtozott. Tehat megint van egy Hamilton
kor. 3 pont

Ezt 100-szor megismételhetjiik, az 100-adik Hamilton kor egy élének elhagyasa utdn is még minden fokszam
legalabb 500, tehat még utoljara alkalmazhatjuk a Dirac tételt, és talalhatunk egy 101-ik Hamilton kort, és ezek
mind kiilénbozdek. 2 pont



