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Javitékulces

Az dtmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat téjékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszdm megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetd gondolatmenet
megfelel§ részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses 4llitds, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfeleld részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektol
eltérd de helyes megolddsokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az ttmutatéban szerepldé pontozds intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szémoldsi hibdért altaldban (hibanként) 1 pontot vonunk le.

1. Hény olyan fa van a vy, vs, ..., v, csticsokon, (n > 4) amelyben a v és v9 cstiicsoknak nincs kozos
szomszédja és dy + dy = 27 (d; a v; csics fokszama)

Mivel egy faban nincs izoldlt pont, d; > 1, tehat dy = do = 1, vagyis vy és vs levelek. 1 pont
Ezért ha elhagyjuk az eredeti F' fa4bdl a v; és vo csticsokat, akkor egy F” fat kapunk a vz, vy, .. ., v, csicsokon.
2 pont

Mivel a v1 és vy csticsoknak nincs kozos szomszédja, vq és vy F' két killonboz6 csticsdhoz illeszkedik. 2 pont
Tehat a kovetkezé mdédon allithatjuk eld a feltételeket kielégité F' fakat: vesziink egy F' fat a vs, vy, ..., U,

csticsokon, erre a Cayley tétel szerint (n — 2)"~* lehetéségiink van, 2 pont
egy tetszbleges csicsdhoz illesztjiik a vy csicsot, mint levelet, ezt (n — 2)-féleképpen tehetjik meg, 1 pont
végiil egy mdsik csicshoz illesztjiik a vy csticsot, mint levelet, ezt (n — 3)-féleképpen tehetjiik meg. 1 pont

[gy az osszes megfeleld fat eléallitottuk pontosan egyszer, tehdt a vélasz (n—2)"=3(n - 3). 1 pont

2. A 3000 csicsi G graf 1000 darab diszjunkt haromszogbdl all. Minimadlisan hany élet kell
hozzdadni G-hez, hogy legyen Euler kore (korsétdja)?

Egy grafnak akkor és csak akkor van Euler kore (korsétdja), ha izoldlt pontoktdl eltekintve oOsszefiiggd és
minden fok péros. Jelenleg minden fok péros, viszont a graf nem Osszefliggd, hanem 1000 komponense van.
2 pont

Tehat minden komponensbdl ki kell indulnia egy 1j élnek. 1 pont

De ha csak egy 1j él indulna ki egy komponensbél (hdromszoghb6l), akkor valamelyik csicsdnak a foka 3
lenne, ami nem jé. Ezért legalabb 2 1j él indul ki minden komponensbol. Tehét sszesen az 1000 komponensbdl
legalabb 2000 él indul ki. fgy minden élet kétszer szamoltunk, vagyis azt kaptuk, hogy legalabb 1000 élet kell
behtznunk. 3 pont
Viszont 1000 alkalmas él behuzasa elég is. Jeldljiik ki mindegyik haromszognek egy pontjat, és vegylnk
ezeken a pontokon keresztiil egy kort. Ez éppen 1000 élbdl &ll, és ezeket az éleket hozzdadva G-hez a graf
Osszefiiggd és minden fok pédros tehat van Euler kore (korsétdja). Tehdt a vélasz 1000. 4 pont

3. A G grafnak legaldbb 5 csicsa van, és barhogy elhagyunk két csiicsot G-bdl, a megmaradt
grafnak van Hamilton kore. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van Hamilton 1t.

El6szor belatjuk, hogy G Osszefiiggs. Tegyiik fel, hogy nem az, vegyiink két csicsot u-t és v-t két kiilonboz6
komponensben, és hagyjunk el két ezektdl kiilonbozé csicsot. A kapott G’ grafban u és v tovdbbra is kiillonbozé
komponensben van, tehdt G’-nek nem lehet Hamilton kore, ami ellentmond a feltételnek. Ezzel beldttuk, hogy
G Osszefiiggd. 5 pont

Most akkor hagyjunk el G-b6l két 0sszekotott csicsot, z-et és y-t. A feltétel szerint a maradék G” grafban
van Hamilton kor. Mivel G 0Osszefiiggd, x vagy y Ossze van kotve G” valamelyik csticsdval, mondjuk z-vel.
Feltehetjik, hogy ez x. Ekkor viszont az y,z,z Ut és G Hamilton korének megfeleld része (egy z-vel kezd8dd
Hamilton ut) egylitt éppen G Hamilton ttjat adjdk. 5 pont



4. A G teljes graf graf csicsai ug,...,u2 és v1,...,v30. Az u;u; élek silya 1, a v;v; élek sulya 2,
az Osszes tObbi (u;v;) él silya 4.

a. Mekkora a minimalis Osszsulyu feszitéfa Osszsulya?

b. Hany minimélis Gsszsulyu feszitéfa van G-ben?

Tudjuk, hogy a mohé algoritmus megtaldlja az 6sszes minimélis feszitéfat. Tehdt nézziik meg, hogyan futhat

a moho algoritmus. 1 pont
El6szor az 1 silyu éleket valasztja, amig lehet, vagyis kivalaszt egy feszitofat az uq, . . ., ugg csicsokon. 2 pont
Uténa a 2 silyu éleket valasztja, amig lehet, vagyis kivalaszt egy feszitofat a v, ..., v3g csicsokon. 1 pont
Végul jonnek a 4 sulyu élek, de abbdl elég egy, ezzel 6sszekotottik a két fat. 2 pont
Tehat a minimélis 6sszsulyu feszit6fa Osszsilya 1-19 4+ 2-29 + 4 = 81. 2 pont
Hény ilyen van? A Cayley tétel szerint az w1, ..., uso csticsokon 208, a vy, ..., vsg csticsokon 3028 kiilonbozd

fat valaszthatunk, a 3 stilyu 6sszekotd élet pedig 20-30 féleképpen vilaszthatjuk. Tehdt a véalasz 20'8-3028-20-30 =

2019 . 3029, 2 pont

5. A (G, s,t,c) hdlozatban az egyik él, e kapacitdsa c(e) = z. A tobbi él kapacitdsa allandé, nem
fiigg z-t6l. Legyen M (x) a maximélis folyam nagysiga x fliggvényében. Tudjuk, hogy M(0) = 1,
M(1) =2, M(3) =3, M(4) = 3. Hatarozzuk meg M (2) értékét.

Az e élet nem tartalmazé vagasok kapacitasa nyilvan nem fligg z-t61, legyen ezek koziil a minimalis c¢. Az e
élet tartalmazo vagasok kapacitdsa d’ + x, valamilyen d’-re, legyen ezek koziil a minimdlis d + z. Ekkor minden

x-re M(z) = min{e,d + z}, ¢,d > 0. 4 pont
Legyen © = 4. Nyilvdn d + 4 > 4, tehét ha M (4) = 3, akkor ¢ = 3. 2 pont
Most legyen « = 0. Mivel ¢ = 3, ha M(0) = 1, akkor d = 1. 2 pont
Tehat M(z) = min{3,1 + z}. Behelyettesitve M (2) = min{3,1 + 2} = 3. 2 pont

6. Hatarozzuk meg az olyan 5 csticsu egyszerii G grafok élszamanak a maximumat, amelyeknek a
pontosszefiiggéségi szama, k(G) = 1.

Mivel x(G) = 1, G-nek van elvdgd pontja, v. 2 pont
Legyenek G komponensei K1, ... K,, v elhagydsa utan. Mivel az élek szamat maximalizalni akarjuk, behtz-
hatjuk G-be az Osszes élet Ko, ..., K,, kozott, v {gy is elvagd pont marad. Vagyis feltehetjiik, hogy csak két
komponens van, m = 2. 3 pont
S6t, behuzhatjuk a komponenseken beliili Gsszes élet és az Gsszes élet ami v-re illeszkedik. 3 pont
Feltehetjiik, hogy |K1| > |K2|. Két lehetségunk van: |Ki| =3, |Ka| =1, illetve |K1| = 2, |K3| = 2. Az els§
esetben (3) 4+ 1 =7, a masodik esetben 2(3) = 6 éliink van, tehat a valasz 7. 2 pont



