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Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a felttele, hogy a megolddshoz vezet6 gondolatmenet
megfelel6 részének vgiggondoldsa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4&m a kérdéses allitas, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a megfeleld részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektol
eltérd de helyes megoldésokért teljes pontszamok, részmegolddsokért pedig az ttmutatéban szereplé pontozas intelligens

kozelitésével meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szémoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany olyan fa van a vy, vy, ..., v100 csticsokon, amelyben dy + d2 = 307 (d; a v; cstcs foka)

Tudjuk, hogy az n—2 (jelen esetben 98) hosszi Priifer kdok egyértelmiien meghatérozzdk a fikat a vy, va, . . .,
v100 csucsokon és a Priifer kédban minden csics sorszama eggyel kevesebbszer szerepel, mint amennyi a fokszama.

2 pont

Mivel dy + dy = 30, ezért az 1 és 2 dsszesen pontosan 28-szor szerepel a a Priifer kédban. 3 pont
Tehat azokat a 98 hosszi sorozatokat kell leszamolnunk, amelyeknek minden tagja egy 1 és 100 kozti egész
szam és az 1 és 2 Gsszesen pontosan 28-szor szerepel benne. 2 pont

Az l-esek és 2-esek helyét (gg)—féleképpen valaszthatjuk ki, az adott 28 hely mindegyikén 2 lehetdségilink
van, l-et vagy 2-t irhatunk oda, a tobbi 70 hely mindegyikén pedig 98 lehetdségiink van, a 3,...,100 szamok
koziil valaszthatunk. 2 pont

Tehat a valasz (gg) - 228 .9870, 1 pont

2. A G egyszeri grafnak 100 csiicsa van és barmely két cstics fokszdmanak az 6sszege legaldbb 99.
Azt is tudjuk, hogy G-nek van Euler kore. Bizonyitsuk be, hogy G-nek van Hamilton kore is.

Egy grafban akkor és csak akkor van Euler kor, ha izolalt pontoktdl eltekintve Osszefliggd és minden fokszama

paros. 1 pont
Tehat G-ben minden csics fokszama péros. 1 pont
Mivel barmely két csics fokszaméanak az Osszege legalabb 99 és minden fokszam péros, az is igaz, hogy
barmely két cstcs fokszaméanak az Osszege legaldbb 100. 4 pont
Akkor viszont alkalmazhatjuk az Ore tételt, ennek alapjan G-nek van Hamilton kore. 4 pont
3. Legyenn > 3. A 2n csicsi G egyszerl graf csticsal vi,vo, ..., U S UL, U, .- -, Up. AV, V2, ..., 0,
csucsok kozott minden él be van huzva, és az uq, us, . .., u, csucsok kozott is minden él be van huzva.

Ezen kiviil 0ssze van kotve v ui-gyel, v1 ug-vel, vo uq-gyel és vy uo-vel. Héany kiilonbozé Hamilton
kore van G-nek? (Két Hamilton kor kiilonb6z6, ha legaldbb egy élben kiilonboznek.)

Egy tetszoleges Hamilton kornek legalabb két olyan éle van, amelynek egyik vége a vy, v, ..., v,, masik vége
az Ui, Us, ..., u, csicsok kozott van. (Vagyis egy tetszéleges Hamilton kornek at kell mennie a vy, vs, ..., vy,
csticsoktol az uq, ug, . . ., u, cstcsokhoz, és vissza is kell mennie.) 2 pont

Mivel csak a vy és vy csticsokon és az uy és us cstuicsokon keresztiil lehet eljutni a vy, vs, ..., v, csucsoktdl az
U1, U, - . . , Uy csicsokhoz, Osszesen két lehetEséglink van:

1. a Hamilton kor a vy csicsbdl indulva végigmegy a vy, va, . . ., v, csticsokon, gy, hogy az utolsé a ve, onnan
atmegy az uo-be, és vegigmegy az ui,us, ..., u, csicsokon, ugy, hogy az utolsé az u;, onnan pedig visszamegy
a vi-be.

2. a Hamilton kor a v1 csicsbdl indulva végigmegy a v1, v, .. ., v, csticsokon, gy, hogy az utolsé a v, onnan
atmegy az uq-be, és vegigmegy az uq,uso, ..., u, csucsokon, igy, hogy az utolsé az us, onnan pedig visszamegy
a vi-be. 3 pont



A vy, vg,..., v, csicsokon (n—2)!-féleképpen lehet a feltételeknek megfeleléen végigmenni, és az uy, usa, ..., Uy,
csucsokon is. 3 pont
Tehit G-nek 2(n — 2)!? Hamilton kére van. 2 pont

4. A K, teljes n csicsu graf (n > 3) élein pozitiv silyok vannak, e egy rogzitett él, végpontjai u és
v. Tudjuk, hogy minden u-ra illeszkedo, e-t6l kiilonboz6 élnek nagyobb a silya mint e-nek.
Bizonyitsuk be, hogy e az 0sszes minimalis feszitéfaban benne van.

Tegyiik fel, hogy F' egy minimalis feszit6fa és e € F'. Az F U {e} graf tartalmaz egy C kort, e € C. 2 pont

Sét, van olyan u-ra illeszkedo, e-t6l kiilonbozé f él, amelyre f € C. 3 pont
Legyen F' = F U {e} \ {f}. Vagyis hagyjuk el f-et F-bél, és tegyiik be helyette e-t. 2 pont
A feltétel szerint f silya nagyobb, mint e silya, ezért F stulya is nagyobb, mint F’ silya, ami ellentmond
annak a feltételnek, hogy F' egy minimalis feszitofa. 2 pont
Ezért e az 6sszes minimélis feszitéfaban benne van. 1 pont

5. Legyen G(s,t, c) egy halézat, amelyben a maximalis folyam nagysédga 100. Legyen G egyik csticsa
v, amely se s-sel, se t-vel nincs sszekotve.

Adjuk hozza G-hez az st élet 5 kapacitdssal, ebben a hal6zatban a maximélis folyam nagysaga 103.

Most adjuk hozza G-hez az vt élet 5 kapacitassal. (De az s élet nem!) Mennyi a maximalis folyam
nagysaga ebben a hélézatban?

Nevezziik 1-es tipusi vdgdsnak az olyan (S,T) vdgdsokat, ahol s € S, t € T és v € S, 2-es tipusu végdsnak
pedig az olyan (S,T) vdgdsokat, ahol s € S, t € T és v € T. Legyen ¢; az l-es tipusi vagdsok, cs a 2-es tipusi
vagasok minimélis kapacitdsa G-ben.

A felételek és a Ford-Fulkerson tétel alapjan szerint min(cq,cz) =100 (1). 2 pont
A st él hozzdaddsa az 1-es tipusi vagdasok kapacitasat b-tel noveli, a 2-es tipusu vdgasok kapacitdsiat nem
véltoztatja. 2 pont
Tehédt min(c; + 5,c2) = 103 (2). 2 pont
Viszont akkor (1) alapjan ¢; > 100, tehdt ¢; + 5 > 105, ezért (2) miatt co = 103. Ekkor megint (1) alapjin
c1 = 100. 3 pont

Most adjuk hozzé G-hez az vt élet 5 kapacitdssal. (De az st élet nem.) Ekkor az l-es tipusi vagdsok
kapacitdsat nem valtoztattuk, a 2-es tipust vdgasok kapacitasit 5-tel ndveltilk, a maximadlis folyam nagysiga
tehat min(cq, c2 + 5) = min(100, 108) = 100. 1 pont

6. AG teljes gréf csucsai Uy, u2,...,U10, V1,0V2,...,020 és wi,wW,...,W30- Az UiUj élek sﬁlya 10,
a vv; élek sulya 20, a w;w; élek silya 30. Az Osszes tobbi €l stlya 40. Hany minimdlis osszsilyi

feszit6faja van G—nek?

Tudjuk, hogy a mohé algoritmus elééllitja az Osszes minimalis Osszsulyud feszitéfat. Itt a mohd algoritmus

kivalasztana egy feszit6fat az wi,us,...,u1p csucsokon, egy masik feszitéfat a vy, ve,...,v99 csticsokon, egy
harmadikat a wy,ws,...,wsy csicsokon, majd két 40 sulyu éllel osszekoti Sket. 3 pont

Meg kell szamolnunk, hogy hany ilyen fa van. A Cayley tétel alapjan az uy, usg, . . ., ui csicsokon 10® feszitéfa
van, a vy, Vg, . .., Ugo cstcsokon 208wy, ws, . .., wsg csicsokon 30%8. 3 pont

A hdrom f4t hdrom médon kothetjikk dssze. 1. Egy uv (u;v,) €l és egy uw él, 2. egy uv él és egy vw él, 3.
egy uw él és egy vw él. Az els6 tipusbdl 10-20 - 10 - 30 lehetéség van, a méasodikbdl 10 - 20 - 20 - 30, a harmadikbdl
10- 30 - 20 - 30, ez Osszesen 360000. 3 pont

Tehat 360000 - 10% - 208 - 3028 darab minimalis Gsszstilyt feszitéfaja van G-nek. 1 pont



