Kombinatorika és grafelmélet I
1. ZH, 2012. okt. 27. 14.15-15.45, K 134
Javitékules

Az Utmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tdjékoztatd jelleggel dllapitottuk meg, az értékelés
egységesitése céljabdl. Egy pontszam elott szerepld allitas kimondéasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott
pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésenk az a feltétele, hogy a megolddshoz vezet6 gondolatmenet
megfeleld részének végiggondoldsa vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitds, tétel,
definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legaldbb részben jar. Természetesen az ismertetettektél eltéro,
am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével

meghatdrozott ardnyos részpontszdmok jarnak. Szdmoldsi hibdért dltaldban (hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. a. Egy 8 csicsu faban 6t csics foka 1, egy csucs foka 2, és egy csucs foka 3. Mennyi a nyolcadik
csucs foka?

b. Hény ilyen fa van a vy, va, ..., v csticsokon? (Hanyfeleképpen huzhatunk be éleket a vy, v, ..., vg
csucsok kozé, hogy a fenti tulajdonsagu fat kapjunk?)

a. Egy 8 cstcsu fanak 7 éle van. 1 pont
Azt is tudjuk, hogy minden grafban a fokszamok Gsszege éppen az élek szaménak a kétszerese. 1 pont
Legyen d a nyolcadik cstcs foka. Ekkor tehat 5+ 2+ 3 + d = 14, vagyis d = 4. 1 pont

b. Elég a megfelel6 fak Priifer kédjait Osszeszamolni, ezek egyértelmiien meghatarozzak a fakat. A feltéte-
leknek megfelel6 fa Priifer kddja 6 hosszt, és minden cstcs sorszama eggyel kevesebbszer szerepel benne, mint a
foka. 2 pont

Tehat az olyan 6 hosszu szamsorozatokat akarjuk Gsszeszamolni, amelyben minden szam 1 és 8 kozott van,
valamelyik szam egyszer, valamelyik kétszer, és valamelyik hdromszor szerepel benne. Ez megadja a kérdéses
fak szamat is. 2 pont

Az egyszer szereplé szamot 8 féleképpen valaszthatjuk ki, a kétszer szereplét ezutan 7 féleképpen, végiil
a hdromszor szerepldt 6 féleképpen. Ezekbdl pedig 6!/(2!3!) féle szdmsorozatot alkothatunk (ismétléses per-
mutécio). 2 pont

Tehdt a valasz 8 -7 -6 - 6!/(2!3!) = 8!/2 = 2880. 1 pont

2. A 100 csticsu G graf két 50 hosszi kor diszjunkt unigja. Minimalisan hény élt kell behizni G-be,
hogy a kapott graf egyszerii legyen, és legyen Euler kore?

Egy grafnak akkor és csak akkor van Euler kore, ha az izolalt pontoktdl eltekintve Gsszefiiggd és minden
csucs foka paros. 1 pont
A mi griafunkban minden fok péros, de nem &sszefiiggd. Tegyiik fel hogy csak két dj élt htizunk be. Mivel
a grafnak egyszeriinek kell maradnia, ez a két él nem lehet parhuzamos, tehat valamelyik csiicsnak pontosan
eggyel né a fokszdma. Vagyis lesz paratlan fokud cstcs, tehdt nem lesz Euler kor. 4 pont
Most vegyiink egy w csticsot az egyik korrol, és a v, w nem szomszédos csiicsokat a masikrél, és hizzuk be
az uv, uw, vw éleket. A kapott graf egyszerii, u, v és w foka 4, a tobbié 2, tehat van Euler kore. 4 pont
Tehat a valasz 3. 1 pont

3. A G gréf csdcsai vy,v2,...,0,. A v1,09,...,v,_1 csucsokrdl tudjuk, hogy mindegyiknek a foka
legalabb n/2. (Sajnos a v, csicsrdl ezt nem tudjuk.) Bizonyitsuk be, hogy van egy ut G-ben a
V1,V2,...,Un_1 csucsokon.

Kossiik 0ssze G-ben a v, csicsot az Osszes tobbi csticesal, legyen a kapott graf G'. 1 pont
A G’ grafban minden cstics foka legaldbb n /2, hiszen vq, vg, . .., v,_1 foka mdr eredetileg is legaldbb n/2 volt,
a v, csucs foka pedig n — 1. 3 pont

Tehat a Dirac tétel szerint G’ tartalmaz Hamilton kort. 3 pont



Ennek a Hamilton kérnek minden éle benne van G-ben is, kivéve esetleg a v,-re illeszkedd két élt. Ha pedig
ezeket elhagyjuk, akkor éppen egy utat kapunk a vy, vs, ..., v,_1 csicsokon. 3 pont

4. A 2n cstucsu G graf csdcsai vy, v, ..., U, €8 Ur, U2, ..., U,. Minden ¢ # j-re, ahol 1 < 4,5 < n, a
v;v; és az u;u; élek silya x, és minden 4, j-re, ahol 1 < 7,5 < n, a v;u; élek silya 3.

Hatarozzuk meg a minimalis Osszsilyu feszitofa sulyat

a. r = l-re,

b. z = 4-re,

c. x fliggvényében.

Tudjuk, hogy a mohdé algoritmus ad egy minimalis Osszsilyu feszit6fat, ezért mindegyik esetben ezt fogjuk

hasznalni. 2 pont
a. Ha xz = 1, akkor az algoritmus az 1 silyu éleket fogja vélasztani, amig lehetséges. Tehat egy feszitofat
fogunk kapni az uq,us, ..., u, csicsokon, egy masik feszit6fat a vy, v, ..., v, csicsokon, es egy 3 sulyu élt, ami
Osszekoti Sket. Ennek a fanak a silya 2(n — 1) +3 = 2n + 1. 2 pont
b. Ha x = 4, akkor az algoritmus a 3 sulyu éleket fogja vdlasztani, ezekbdl kapunk egy fesz{téfat. (Tehat 4
silyu élt nem is kell vdlasztani.) Ennek a silya 3(2n — 1) = 6n — 3. 2 pont
c. Ha x < 3, akkor az algoritmus ugyanazokat az éleket vélasztja (vdlaszthatja), mint = 1 esetén, tehét a
minimélis Osszsulyu feszitéfa silya 2z(n — 1) + 3 = 2an — 2z + 3. 2 pont
Ha pedig = > 3, akkor az algoritmus ugyanazokat az éleket vélasztja (véilaszthatja), mint @ = 4 esetén, tehat
a minimdlis Osszsilyu feszit6fa silya 3(2n — 1) = 6n — 3. 2 pont
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5. a. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi halézatban a maximalis folyam nagysiga 12.

b. El lehet érni egyetlen él kapacitdsdnak a megvéltoztatasaval, hogy a maximalis folyam nagysiga
13 legyen? (Ha igen, hogyan? Ha nem, miért nem?)

c. El lehet érni két él kapacitdsanak a megvaltoztatasaval, hogy a maximalis folyam nagysaga 14
legyen? (Ha igen, hogyan? Ha nem, miért nem?)

a. Az dbran lithaté egy 12 nagysigu folyam (vastag szamokkal) és egy (s6t! ketté!) 12 értékil vigds. Ez
bizonyitja hogy a maximalis folyam nagysaga 12. 3 pont
b. Az abran lathaté két 12 értékli vagas, amelyeknek nincs kozos éle. Tehdt ha csak egy él kapacitdsat
valtoztathatjuk meg, akkor legalabb az egyik 12 értékli vigas megmarad, vagyis nem lehet a maximélis folyam
értéke 13. 4 pont
c. Két él kapacitasanak a megvéltoztatasaval konnyedén elérhetjuk, hogy a maximalis folyam értéke 14
legyen, példaul noveljiik meg a fols6 6 és 7 kapacitasi élek kapacitasat, 2-vel. fgy az abran lathaté folyamot
kettével novelhetjiik a f6lsé harom élen. 3 pont

6. A G graf cstcsai vy, vg, ..., vi00. A v; és v csticsok (i # j) akkor és csak akkor vannak dsszekotve,
ha ij paros. Hany kiilonb6z6 Hamilton kér van G-ben?

A pératlan indext(i csicsoknak csak a paros indexii csucsok a szomszédaik, tehat a Hamilton koréon minden

péaratlan indexti csics el6tt és utan egy paros indexi csics van. 3 pont
Mivel péaros és péaratlan indexii csucsbdl egyarant 50 darab van, ez csak ugy lehetséges, hogy a Hamilton
koron felvaltva vannak a paros és paratlan indexii cstcsok. 2 pont

A koron valahol szerepel a vy cstics. Ezt 50! lehetséges sorrendben kévethetik a paros indexil csicsok, és 49!
lehetséges sorrendben a pératlan indext cstcsok. Ezzel minden Hamilton kort pontosan kétszer kaptunk meg,
mert egy koron kétféle iranyban mehetiink korbe. 4 pont

Tehét a vélasz 50! - 49!/2 = 25 - 4912, 1 pont



