Kombinatorika és grafelmélet I
1. ZH. 2024. 4prilis 19. 8.15-9.45, E 505.

Javitokules

Az itmutaté mintamegolddsokat tartalmaz. A pontszamokat tajékoztatd jelleggel allapitottuk meg, az értékelés egységesitése
céljabdl. Egy pontszam el6tt szerepld éllitas kimondésa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszdm megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megolddshoz vezetdé gondolatmenet megfeleld részének végiggondoldsa
vildgosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, 4m a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
megfelel részpontszam jar. Természetesen az ismertetettektdl eltéré de helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az ditmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatirozott ardnyos részpontszamok jarnak. Szamolési hibdért altaldban

(hibdnként) 1 pontot vonunk le.

1. Hany fa van a vy, v, ..., v100 csicsokon, azzal a tulajdonsiggal, hogy dy + dy = 37 (d; a
v; csics fokszama)

A fat egyértelmiien meghatdrozza a Priifer kédja, ami ebben az esetben 98 hosszii. A Priifer kédban minden v; csics
sorszama d; — 1-szer szerepel. Mivel di1 +d2 = 3, (d1 — 1)+ (d2 — 1) = 1, vagyis az 1 és 2 dsszesen 1-szer szerepel. 5 pont
Szamoljuk meg, hany ilyen kéd van. Az az egy hely, ahol az 1 vagy 2 van, 98-féle lehet és itt két valasztasunk van, 1

vagy 2. 2 pont
A t6bbi 97 hely mindegyikén barmi lehet, kivéve 1 és 2. Ez 98°7 lehetség. 2 pont
Tehét a vélasz 2 - 98 - 9897 = 2. 9898, 1 pont

2. A 100 cstucsu G egyszert grafban minden csics foka legalabb 51 Bizonyitsuk be, hogy
barmely 98 cstucshoz van olyan kor, amely azokat tartalmazza, de a kimaradt 2 csicsot nem.

Legyen S C V(G) egy tetszéleges 98 csicsbdl 4ll6 halmaz. Hagyjuk el az S-en kiviili 2 csticsot G-bél, a kapott graf

legyen G(S). 3 pont
Minden v € S cstcsnak legfeljebb 2-vel csokkent a fokszdma, tehdt G(S)-ben minden csics fokszdma legaldbb 49.

4 pont

Viszont G(S)-nek 98 csticsa van, tehéat alkalmazhatjuk a Dirac tételt, ennek alapjdn G(S)-nek van Hamilton kore, ami
épp megfelel a feltételeknek. 3 pont
3. A G teljes gréaf cstcsai uy, ug, ..., uip €s v1,02,...,v10. Az wu; élek silya 10, a v;v; élek

stlya 20, az u;v; élek silya x. Hatdrozzuk meg a minimdlis Gsszsilyd feszitéfa s(x) silydt x
fliggvényében (z > 0, valés).

Legyen s(z) a keresett fiiggvény. Tudjuk, hogy a mohé algoritmus taldl egy (igazabdl az 6sszes) minimélis Gsszsulyu

feszit6fat. Ugyhogy nézziik meg, hogy milyen = értékekre hogy fut. 4 pont
Tegylik fel, hogy 0 < z < 10. Ekkor a mohé algoritmus az x stlyt élekbdl épit egy feszitéfat. (z = 10 esetén epitHET)
Ennek 19 éle van, tehat ebben az esetben s(z) = 19z. 2 pont
Most legyen 10 < x < 20. Ekkor el6szor a 10 silyu élekbél épit egy feszitofat az w1, us, ..., u10 csucsokon, majd az x
silyu élek segitségével kiegésziti G egy minimalis feszitéfajava (z = 10 illetve x = 20 esetén van mds lehetéség is). Ennek
a fanak a silya s(z) =910 + 10z = 10z + 90. 2 pont
Végiil ha z > 20, akkor el6szor a 10 silyu élekbdl épit egy feszitéfat az wui, us, ..., u10 csicsokon, majd a 20 silyd
élekbdl épit egy feszitdfat az vi,va,. .., v10 csicsokon, végiil Osszekoti a két fat egy x stlyt éllel. (ismét, x = 20 esetén
més lehetéség is van). Ennek a fanak a silya s(z) =9-10+9-20 + = = = + 270. 2 pont

4. A (G,s,t,c) halézatban minden e élre c¢(e) > 0 egész. A maximadlis folyam nagysiga
M =2024. Legyen M’ a (G,s,t,c+ 1) (minden él kapacitdsat megnoveljiik 1-gyel) hdlézatban
a maximalis folyam nagysdga. Hatdrozzuk meg M’ lehetséges értékeit.

Mivel a (G, s,t,c + 1) hélézatban minden kapacitds egész, M’ is egész. 1 pont



Tekintsiik (G, s, t, ¢) egyik 3 kapacitdsi vagasat. Ez legfeljebb 3 élbél &ll, ezért (G, s, t, c+1)-ben a kapacitdsa legfeljebb
6, vagyis M' < 6. 3 pont
Ugyanakkor minden vagas kapacitdsa nétt legalabb eggyel, ezért M’ > 4. 3 pont
Azt 4llitjuk, hogy M’ lehet is 4, 5 és 6. Legyen a (G, s,t,c) halézat minddssze egy st él, amelynek 3 a kapacitésa,
ekkor M’ = 4. Most legyen két parhuzamos st él, 1 és 2 kapacitéssal. (Parhuzamos él helyett vehetiink utakat is.) Ekkor
M’ = 5. Végiil vegyiink 3 parhuzamos st élt, 1 kapacitassal. Ekkor M’ = 6. Tehéat M’ lehetséges értékei 4, 5 és 6. 3 pont

5. Hatéarozzuk meg, hogy maximalisan hany éle lehet egy 6 csticsu egyszeri grafnak, ha
élosszefligglségi szama \(G) = 2.

A grafunknak van két éle, e1 és ez, amelyeket elhagyva G szétesik két komponensre. 3 pont
Mivel maximalizdlni akarjuk az élek szaméat, be kell venniink az 6sszes élt a komponenseken beliil. 3 pont
Harom lehetdség van a komponensek méretére. a) 1 és 5 csics, ekkor G-nek 2 + (g) = 12 éle van, b) 2 és 4 cstcs,
ekkor G-nek 2 + 1 + (g) =9 éle van, c¢) 3 és 3 cstics, ekkor G-nek 2 + 2(3) = 8 éle van. 3 pont
Tehat az élek maximalis szdma 12. 1 pont

6. Adott egy 10 csicst és 20 éli egyszerii paros graf. Bizonyitsuk be, hogy v(G) > 3.

Tegyiik fel, hogy v(G) < 2. Mivel G péros graf, v(G) = 7(G), tehét két csticesal lefoghaté az Osszes él. 5 pont
Viszont egy csuccsal legfeljebb 9 élt tudunk lefogni, tehat két csiccsal csak 18 élt, ami ellentmondéas, mert 20 éliink
van. Tehdt v(G) > 3. 5 pont



