Egy G(V, E) egyszerii grafra és a csticsainak X C V részhalmazara legyen C,(G\ X) a G\ X graf
paratlan méreti komponenseinek a szama.

Tutte Tétel (1947) Egy G grdafban akkor és csak akkor van teljes pdrositds, ha tetszéleges X C 'V
esetén Cp(G\ X) < | X].

Bizonyitas. (Lovdsz, 1975) A feltétel szitkségessége konnyen lathaté. Tegyiik fel, hogy G(V, E)-
ben van egy M teljes pérositds, legyen X C V és legyen K G \ X tetszéleges paratlan komponense.
Mivel K-nak paratlan sok pontja van, nem lehet az 6sszes pontjat K-n beliil parositani, vagyis M-nek
van olyan éle, aminek egyik vége K-beli, a masik nem. Mivel K-bdl kifelé csak X-be vezetnek élek,
ennek az M-beli élnek a méasik vége X-beli. Ez G\ X tetsz6leges paratlan komponensére igaz, vagyis
mindegyikbdl vezet egy él X-be. De mivel M egy parositas, Osszesen nem vezethet X-be tobb, mint
| X | M-hez tartozé él. Ezért G\ X-nek nem lehet t6bb, mint | X| paratlan komponense.

Most bebizonyitjuk a mésik irdnyt. Tegyiik fel, hogy a G(V, FE) gréfban nincs teljes parositas.
Taldlni fogunk egy rossz X halmazt, vagyis egy olyat, ami megsérti a feltételt, tehat Cp(G \ X) >
|X|. Ha G-nek pératlan sok csticsa van, akkor az tires halmaz megfelel rossz halmaznak, tehdt a
tovabbiakban feltessziik hogy G-nek péaros sok csiicsa van.

Tegyiik fel, hogy hozza tudunk venni G-hez egy élet tigy, hogy tovabbra sincs benne teljes parositas,
és legyen a kapott graf G'. Legyen X egy rossz halmaz G’-ben. Ekkor X G-ben is rossz halmaz, hiszen
G’ \ X-nek és G\ X-nek vagy ugyanazok a komponensei, vagy G’ \ X egyik komponense G\ X-ben két
komponensre esik szét, de egyik esetben sem csokkenhetett a paratlan komponensek szama, hiszen ha
egy paratlan komponens ketté esett, az egyik komponens biztosan paratlan. Ezért feltehetjiik, hogy G
él-maximélis abban az értelemben, hogy nincs benne teljes parositas, de barhogy vesziink hozza egy
élet, akkor mar lesz.

Ha X egy rossz halmaz G-ben, akkor az él-maximalitas miatt
X pontjai minden mds ponttal dssze vannak kotve, és G\ X minden komponense teljes graf. (*)

De ha egy X halmaz kielégiti a (*) tulajdonsiagot, akkor G \ X minden pdros méreti kompo-
nensének van teljes parositasa, a paratlan komponenseket pedig egy pont hijan a komponensen beliil
be tudjuk parositani, ha tehat legfeljebb annyi paratlan komponens van mint | X|, akkor azt a kom-
ponensenként egy-egy maradék pontot egy-egy X-beli ponttal tudjuk pérositani, majd a maradék
X-belieket egymassal. Ezek szerint, mivel nincs teljes parositas, egy X halmaz rossz akkor és csak
akkor ha kielégiti a (*) tulajdonsdgot. Tehat elég egy (*) tulajdonsdgot kielégité X halmazt taldlni.

Legyen X azon pontok halmaza, amelyek minden més ponttal 0ssze vannak kotve. Tegyiik fel
hogy X-re nem igaz (*). Ekkor G \ X valamelyik K komponensében van két pont, a és o', amelyek
nincsenek osszekotve. Legyen a, b, c az a es @’ kozti legrovidebb 1t elsé harom pontja. Ilyen 1t van,
mert K Osszefiiggd. Ekkor ab,be € E, de ac ¢ E (kiilonben lenne eggyel rovidebb aa’ at). Mivel b ¢ X,
ezért b nincs minden més ponttal 6sszekotve, legyen d olyan amelyre bd ¢ E. Mivel G él-maximalis,
barmely élet hozzdadva mar van benne teljes parositdas. Legyen My G + ac, és My G + bd egy-egy
teljes parositasa.

Az My U M, élhalmaz fliggetlen élekbdl (ezek azok az élek, amelyek mindkét péarositdsban benne
vannak) és egy 2-regularis grafbdl all, tehat fiiggetlen élek és korok unidja. Ha ennek csak a G-beli
részét nézzik, vagyis M1 U Mo-bél elvessziik az ac és bd éleket, akkor néhany fliggetlen élen kiviil két
utat kapunk, és néhany kort.

Legyen P =d,...,v egy maximalis G-beli 1t, amely d-bdl indul egy M;i-beli éllel, majd felvaltva



tartalmaz M; és Ms-beli éleket. Ha P utolsé éle Mi-beli, akkor v = b, hiszen minden més pontra
illeszkedik G-ben Msy-beli él. Legyen ekkor C' = P + bd. Ha P utolsé éle Ma-beli, akkor v-re nem
illeszkedik G-ben M;i-beli él, ezért v = a vagy v = c¢. Ekkor legyen C' = dPvbd. Mindkét esetben
C egy péros hosszu kor, amelyben minden masodik él My-hoz tartozik, de ezek kozil bd ¢ E. (C
Osszes tObbi éle G-nek is éle.) Ha ezeket az Ms-beli éleket kicseréljiik C' tobbi élére, akkor egy teljes
pérositast kapunk G-ben, ami ellentmondas. Tehat X egy rossz halmaz.

Ezzel belattuk a Tutte tételt.



