Kombinatorika és grafelmélet 1.

} 9. és 10. gyakorlat, 2012. november 9, 10.
Osszefliggéség, Menger-tételek, Hall-tétel, Kénig tétel

Egy G grafot k-szorosan (pont)dsszefiggének neveziink, ha legaldbb k + 1 pontja van, és akdrhogy hagyunk el belble k-nél
kevesebb pontot, a maradék graf osszefiiggé marad. A legnagyobb olyan k szdmot, amelyre még a G graf k-szorosan Osszefiiggo,
Kk(G)-vel jeloljik. Egy G gréafot k-szorosan élosszefiiggének neveziink, ha akérhogy hagyunk el belble k-nél kevesebb élet, a
maradék graf osszefiiggd marad. A legnagyobb olyan k szdmot, amelyre még a G graf k-szorosan élosszefiiggs, A(G)-vel jeloljik.

Menger tételek:
1, 2. Ha G egy irdnyitott (irdnyitatlan) gréf, s, ¢, két csticsa, akkor az s-b6l t-be vezeté paronként élidegen irdnyitott (irdnyitatlan)
utak maximélis szdma egyenld az irdnyitott (irdnyitatlan) s—t utakat lefogé élek minimélis szdmaval.

3, 4. Ha G egy irdnyitott (irdnyitatlan) graf, s, ¢, két nem szomszédos csticsa, akkor az s-b8l t-be vezeté, s és t kivételével
paronként pontidegen irdnyitott (irdnyitatlan) utak maximdlis szdma egyenld az irdnyitott (irdnyitatlan) s—¢ utakat lefogé
pontok minimalis szaméval.

G(A, B, E) péaros gréaf, ha A és B a csticsok halmaza, F az élek halmaza, és minden él A és B kozott fut. Legyen G egy
tetszbleges graf. Egy ei, eq, ..., ex élhalmaz fliiggetlen, vagy parositds, ha nincs kozos végpontjuk. Egy élhalmaz lefogd, ha G
minden pontja az élhalmaz valamelyik élének egyik végpontja. Egy ponthalmaz fliggetlen, ha nincs koztiik él. Egy ponthalmaz
lefogé, ha G minden élének legaldbb az egyik végpontjat tartalmazza.

a(G): figgetlen pontok maximdlis szdma; 7(G): lefogé pontok minimdlis szdma;
v(Q): fiiggetlen élek maximélis szdma; p(G): lefogé élek minim4lis szama.
Tetszéleges X cstcshalmazra legyen N(X) X szomszédainak a halmaza, vagyis azon csticsok halmaza, amelyek legaldbb

egy X—beli csticcsal Gssze vannak kotve. Legyen most G = G(A, B, E) paros graf, vagyis A és B a csicsok halmaza, E az élek
halmaza, és minden él A és B kozott fut.

Frobenius tétel: Akkor és csak akkor van a G(A, B, E) péros grafban teljes (minden csicsot pédrosité) pédrositds, ha
|A| = |B|, és minden X C A-ra |X| < |[N(X)|.

Hall tétel: Akkor és csak akkor van a G(A, B, E) péros grafban A-t lefedd parositds, ha minden X C A-ra |X| < |[N(X)|.

Konig tétel: (a) Ha G péros gréf, akkor v(G) = 7(G).

(b) Ha G péros és nincs izoldlt pontja, akkor a(G) = p(G).

Gallai tétel: (a) Ha G—ben nincs hurokél (de nem feltétlenil paros graf) akkor 7(G) + a(G) = n ahol n G csucsainak a
szdma. (b) Ha G—ben nincs izoldlt pont (de nem feltétleniil paros graf) akkor v(G) + p(G) = n ahol n G csicsainak a széma.

1. Mutassunk példat olyan véges, egyszerli G grifra, amire \(G) # k(G). Lehet-e a két Osszefiiggbség koziil a
nagyobbikat a kisebbiknek egy alkalmas fiiggvényével feliilr6l becsiilni?

2. Melyik az a legnagyobb k szdm, amelyre a K, ,, teljes paros graf k-szorosan pontosszefiiggd?
3. Bizonyitsuk be, hogy egy k-szorosan Osszefiiggd grafnak legalabb kn/2 éle van!

4. Igazoljuk, hogy ha egy n ponti egyszeri G grafban minden fokszdm legaldbb (n + k — 2)/2, akkor G k-szorosan
Osszefiiggd!

5. Igazoljuk, hogy tetsz6leges r-regularis (r > 1) egyszer(i Osszefiiggd paros graf 2-Osszefliggt is!
6. Legfeljebb mekkora lehet két fa uniéjanak él- ill. pontosszefiiggdsége?

7. Legyen G az a graf, mely egy 8 hosszi korbol gy keletkezik, hogy a koron &tellenes cstucsokat egy-egy éllel
Osszekotjiik. Igazoljuk, hogy G haromszorosan pontosszefiiggd, de négyszeresen mar nem.

8. Bizonyitsuk be, hogy ha a G irdnyitott grafban van u-bol v-be is és v-bol w-be is k éldiszjunkt irdnyitott ut akkor
G-ben létezik u-bdl w-be is k éldiszjunkt irdnyitott ut.

9. Igazoljuk, hogy ha az azonos ponthalmazon megadott G; és Go grafok élhalmaza diszjunkt, akkor \(G1 + G3) >
AMG1) + M(G1). Igaz-e, hogy ekkor k(G + G2) > k(G1) + k(G1) is teljesiil? (G + G azt a grifot jelenti, aminek
csticshalmaza a két graf kozos csicshalmaza, éleit pedig a két élhalmaz unidja adja.)

10. Legyenek A, B, C paronként diszjunkt, r-elemii halmazok. A G = (V, E) gréf csicshalmaza legyen V.= AUBUC,
és legyen uv € E, ha u és v nem ugyanabbdl az r-elemii halmazbdl valék. Mekkora az a legnagyobb k érték,
melyre G k-6sszefiiggd?
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Adjunk hatékony algoritmust egy tetszéleges irdnyitatlan graf pontosszefliggéségének meghatarozasara.
A 10-csticsu teljes grafnak legfeljebb hany élét lehet elhagyni tigy, hogy a maradék graf 4-élosszefiigegs legyen?

Tegyiik fel, hogy a G graf a rogzitett x és y pontokat 0sszekoté pontidegen utak maximélis szama 5. Lehet-e az
x és y pontokat 0sszekoto utakat lefogd élek minimdlis szama 1, 2, 3, 4, 5, 6, vagy 77
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Adott n fii és n lany igy, hogy minden fiiinak legfeljebb 1 rokona van a lanyok ko6zott, és barmely lanyhoz van

olyan fii, aki nem rokona. Bizonyitsuk be, hogy a fiik és a ldnyok parokba rendezheték gy, hogy rokonok nem
alkotnak part.

Hatarozzuk meg a maximdlis parositas méretét az alabbi grafokban.

Bizonyitsuk be, hogy ha a G paros graf 6sszefiiggd és az A osztdlyaban a fokszamok kiilonbozék, akkor G-nek
van A-t fed6 parositasa.

A G irdnyitott graf minden csicsabdl k él indul és k él érkezik. Igaz-e, hogy G-nek kivalaszthaték pontdiszjunkt
irdnyitott korei, melyek G minden csicsan athaladnak?

Igazoljuk, hogy minden regularis paros grafnak van teljes parositasa.

Legyen G egy olyan egyszerii graf, amelynek 1000 cstcsa van és minden csics fokszama legalabb 6. Igazoljuk,
hogy v(G) > 6. (¥(G) a fiiggetlen élek maximalis szamét jeldli.)

Bizonyitsuk be, hogy egy 2-regularis, paros grafban a kiilonbozé teljes parositasok széma mindig 2-nek valamilyen
pozitiv egész kitevés hatvanya.

Bizonyitsuk be, hogy minden véges G grafra 2v(G) > 7(G) teljesiil. Mutassunk olyan gréfot, melyre egyenléség
all.

Egy tdncmulatsdgon 25 lany és 25 fit van jelen. E tarsasigban minden ldny ismeretségben van legaldbb 13 fitival
és minden fit legaldbb 13 ldnnyal. Bizonyitsuk be, hogy paros tdncra perdiilhetnek egyszerre mind az 50-en gy,
hogy az egymassal tdncoldk ismerik egymast!

Hatérozzuk meg az alabbi grafokban a 7(G),v(G), p(G) és a(G) értékeket!
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Hazi feladatok

. Tegytik fel, hogy G 3-6sszefliggd, vegyiink fel egy Gj x pontot, amit G harom kiilénb6z6 pontjaval 6sszekotiink.

Bizonyitsuk be, hogy a kapott graf 3-Gsszefligg6 marad!

. Igazoljuk, hogy ha a 2012-ponti G graf 11-szeresen pontdsszefiiggd, akkor barmely két csicsa kozott vezet

legfeljebb 183-6l1i tt. (Segitség: Menger!)

Egy kirandulason n hazaspar vesz részt, és kozottiik kellene elosztani 2n kiilénboz6 csokolddét tgy, hogy min-
denki egyet kapjon. Tudjuk, hogy minden részvevé legalabb n fajtat szeret a 2n-féle csokoladé koziil, és az is
teljesiil, hogy minden csokoladét szereti minden hazasparnak legaldbb az egyik tagja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
kioszthatok ugy a csokolddék, hogy mindenki olyat kapjon, amit szeret.



