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Kombinatorika és grafelmélet 1.
5. gyakorlat, 2012. oktober 5.

Euler-kor és -ut, Hamilton-kor és -ut

. Legyenek a G, graf pontjai az n hosszi (0,1) sorozatok. Két pont akkor legyen szomszédos, ha

pontosan egy helyen térnek el egymdstdl (pl. az n = 4 esetben (0, 0,0, 1) és (0, 1,0, 1) szomszédosak).
Van-e a GG, grafnak Euler-kore?

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler-kore, akkor G cstcsainak barmely részhalmazabol
paros sok él indul a komplementerébe.

Egy egyszerii G graf csicsait az 1,2,...,100 szdmok jelolik. Az i és j csticsok kozdtt pontosan
akkor vezet él G-ben, ha |i — j| < 2. Tartalmaz-e G Euler-kért, illetve Euler-utat?

Mutassuk meg, hogy ha a G grafnak van Euler-kore, akkor G élgréfjanak, L(G)-nek is van Euler-
kore!

(A G grafhoz tartozé élgrdf cstcsai G éleinek felelnek meg, és két L(G)-beli cstics pontosan akkor
szomszédos, ha a nekik megfelelé G-beli éleknek van kozos végpontjuk.)

Van-e olyan egyszer®i graf, melynek van Euler-kore, tovabba péaros szdmi pontja és paratlan szamu
éle van?

Mutassuk meg, hogy barmely Osszefiigg6 graf élei bejarhaték ugy, hogy mindegyiken kétszer me-
gyiink végig, éspedig mindkét irdnyban egyszer-egyszer.

Mi a pontos feltétele annak, hogy egy graf , vaktdban bejarhat6” legyen, azaz létezzen benne olyan
pont, ahonnan inditott nem folytathaté séta csak Euler-kor lehet?

A G grafnak e és f két olyan éle, melyeknek van kozos végpontjuk, tovabba G-ben 1étezik Euler-kor.
Kovetkezik-e ebbol, hogy G-ben olyan Euler-kor is van, melyben e és f egymast kovetik?

Minimalisan hényszor kell felemelni a ceruzankat, hogy lerajzoljuk az alabbi grafot igy, hogy min-
den élt pontosan egyszer rajzolunk le és masik élre csak a graf csicsaindl valthatunk?

AN

Melyek azok a grafok amikben pontosan egy Euler-kor van? (Tehét egy él szomszédai az Euler-koron
mindig ugyanazok.)

Az aldbbi allitdsok koziil melyik igaz?

(a) Ha G egy korének éleit tordlve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor G-nek is van.

(b) Ha G 0sszefiiggd és egy korének éleit torolve a maradék G’ grafnak van Euler-kore, akkor G-nek
is van.

(¢) Ha G-ben van Euler-kor és G valamely korének éleit toroljiik, akkor a maradék G’ gréfban is
van.

(d) Ha G 0Osszefligg és egy korének éleit torolve a maradék G’ gréafban van Euler-tit, akkor G-ben
is van.

(a) Bejarhaté-e a 4 x 4-es sakktdbla egy huszdrral gy, hogy minden mez6t pontosan egyszer
érintlink? (A huszér mindig egy 3 x 2-es téglalap egyik mezdjérél az édtellenes mezére 1ép.) Mi a
vélasz (b) valédi sakktabla (8 x 8-as), (c¢) 3 x 5-0s, (d) 3 x 6-os sakktdbla esetén?



13.

14.

15.

16.

17.

Mutassuk meg, hogy ha egy 3-regularis G grafban van Hamilton-kor, akkor G élei harom szinnel
szinezhet6k Ugy, hogy azonos szinl éleknek ne legyen kozos végpontjuk.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2n-ponti G grifban van Hamilton-kor, akkor kivalaszthaté G-nek
néhany diszjunkt éle gy, hogy G minden pontja végpontja valamelyik kivalasztott élnek.

Legyen G egy 2n csucsu egyszerii graf és tegyiik fel, hogy G minden csucsanak legalabb n szomszédja
van. Bizonyitsuk be, hogy ha G minden élének ki szeretnénk valasztani legalabb egy végpontjat,
akkor G-nek legaldbb n cstcsét kell kivalasztanunk.

Egy tarsasdgban barmely két embernek legaldbb két kozos ismerdse van. Tudjuk tovabba, hogy
barmely két ember vagy ismeri egymast, vagy ha nem, akkor a tarsasag barmely harmadik tagjat
legaldbb az egyikiik ismeri. Bizonyitsuk be, hogy a tdrsasig tagjai leiiltetheték egy (megfeleld
méretll) kerek asztal koré igy, hogy mindenki két ismerdse kozott iiljon.

A G egyszerl grafnak 2n + 1 csticsa van és minden csicsanak legaldbb n a foka. Bizonyitsuk be,
hogy G-ben van Hamilton-ut!

Hazi feladatok

1.

Igazoljuk, hogy minden 8-regularis gréafnak van 4-reguldris és 2-regularis részgrifja is. Egy 2-
reguldris grafnak van-e mindig olyan 1-reguldris részgrafja, mely az eredeti graf Osszes pontjat
tartalmazza?

(Egy grafot k-reguldrisnak neveziink, ha minden csicsanak a fokszdma k.)
Tegyiik fel, hogy G egy Osszefliggoé graf, és hogy K egy olyan kore G-nek, amelynek tetszéleges

élét torolve, a kapott it G egy leghosszabb 1tja lesz. Bizonyitsuk be, hogy ekkor K Hamilton-kore
G-nek.



