Kombinatorika és grafelmélet 1.

11. gyakorlat, 2012. november 16.

Parositasok paros, ill. tetszdleges grafban, gorog betik, kromatikus szam

a(G): fuggetlen pontok maximdlis szdma; 7(G): lefogé pontok minimélis szdma;

v(Q): fiiggetlen élek maximadlis szdma; p(G): lefogd élek minimélis szdma.
X(G): kromatikus szdm; w(G): klikkszdm.
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Bizonyitsuk be, hogy egy 2-regularis, paros grafban a kiilonbozo teljes parositasok szama mindig 2-nek valamilyen
pozitiv egész kitevls hatvanya.

Konstrualjunk olyan grafot, amelynek pontosan k db kiilonb6z6 teljes parositasa van.

Bizonyitsuk be, hogy minden véges G grafra 2v(G) > 7(G) teljesiil. Mutassunk olyan gréfot, melyre egyenléség
all.

Mutassuk meg, hogy ha G olyan (n — 1)-6f, 2n csicst graf, amire 7(G) > n, akkor G-nek van teljes pdrositdsa.

Igaz-e, hogy tetszoleges véges G graf mindazon élei, amik G valamelyik teljes parositdsaban szerepelnek, paros
grafot alkotnak?

. Adott egy n X n -es matrix, amelynek minden sordban, és oszlopaban pontosan k darab egyes van. Bizonyitsd

be, hogy ekkor kivalaszthaté n darab egyes tgy, hogy minden sorbdl és oszlopbdl pontosan egy darab egyest
valasztottunk kil

Hatérozzuk meg az alabbi grafokban a 7(G), v(G), p(G) és a(G) értékeket!

Legyen V(G) = {v1,v2,...,v2004}. A v; és vj (i # j) csicsok kozott akkor menjen él, ha i + j hdrommal osztva
1 maradékot ad. Hatdrozzuk meg az alabbi grafokra «(G), v(G), p(G) és 7(G) értékeit.

Legyen V(H) = {v1,v2,...v7a}. A v; és vj (i # j) cstcsok kozott akkor menjen él, ha ¢ + j és 74 relativ primek.
Hatdrozzuk meg az «(H), v(H), p(H), 7(H) értékét!

Legyen G egy 2n pontu graf, mely egy 2n — 1 pontu L 1atbdl és egy ¢ pontbdl all, ami L minden pontjaval ssze
van kétve. Mennyi 7(G)?

Léssuk be, hogy egy n pontd egyszerti G grafban 7(G) = n — 1 akkor és csak akkor, ha G = K.

Keressiink a megadottnél nagyobb méretii parositast az alabbi grafban!
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Hatarozzuk meg a mellékelt grafok kromatikus szamat!
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Legyenek G csucsai az 1,2,...,2"™ — 1 szamok, és két csucs pontosan akkor legyen szomszédos, ha egyik osztéja
a masiknak. Mennyi a G graf kromatikus szama?

Legyen V(G) = {1,2,3,...,100}, és legyen ij € E(G), ha |i — j| < 7. Mennyi az igy meghatédrozott G graf x(G)
kromatikus szama?

Legyenek a G graf cstcsai a sakktdbla mezdi. Két mezd kozt akkor fusson él, ha a huszar (bédstya, futd, kirély)
egy lépésben az egyik mezordl a masikra léphet. Mennyi a G graf kromatikus szama?

Adott a sikon dltaldnos helyzetli egyeneseknek egy halmaza (azaz semelyik hdrom egyenes sem halad it egy
ponton és nincs koztiik két parhuzamos). Legyenek a G graf cstcsai ezen egyenesek metszéspontjai, két csics
akkor legyen szomszédos, ha egy egyenesen egymadst koveté metszéspontok. Mutassuk meg, hogy x(G) < 3.

Van-e olyan G graf, aminek nincs Ky részgréifja, de G mégsem szinezhetd ki 3 szinnel?
Legfeljebb hény éle lehet annak az n csticsi G grafnak, amire x(G) < 2 (ill. x(G) < 3)?

Mutassuk meg, hogy tetszéleges G graf x(G) szinnel torténé tetszéleges szinezésének barmely szinosztdlydnak
van olyan v csticsa, hogy v-nek minden mas szinosztalyban van szomszédja.

Igazoljuk, hogy tetsz6leges irdnyitatlan G gréfnak van olyan irdnyitdsa, ami nem tartalmaz x(G) éld irdnyitott
utat.

Igaz-e, hogy minden egyszeri G grafnak van olyan szinezése x(G) szinnel, amelyre valamelyik szinosztaly a(G)
csucsot tartalmaz?

Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges G gréfra |E(G)| > (X(QG)).

Legyenek K és H a G graf két komponense. Legyen G’ az a graf, amit G-bél tigy kapunk, hogy K minden pontjit
osszekotjiik H minden pontjdval. Bizonyitsuk be, hogy x(G) = max{x(K), x(H)} ill. x(G") = x(H) + x(K).

Legyenek Gy = (V, E1),Go = (V, Es) tetszbleges véges grafok és legyen G = (V, Ey U Esy) grafok. Bizonyitsuk be,
hogy x(G) < x(G1)x(G2).

Igazoljuk, hogy tetszlleges n cstcsi, egyszerli G grafra x(G)x(G) > n teljesiil.

Bizonyitsuk be, hogy x(G) + x(G) < n+ 1. (¥)
Ha az n-csicsd G graf egyértelmiien 3-szinezhetd, akkor legaldbb 2n — 3 éle van. (*)

Tekintsiik a stk egyeneseinek egy véges halmazat. Mutassuk meg, hogy a keletkezo siktartomanyok sakktablaszeriien
kiszinezhet&ek.

Tegyiik fel, hogy az atlantiszi orszdgok rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy az Gsszes orszaghatért be lehet
jarni gy, hogy minden orszdghataron egyszer haladunk végig, és a kiindulédsi pontba érkeziink vissza. Bizonyitsuk
be, hogy Atlantisz térképén az orszdagok két szinnel szinezhetSk tgy, hogy szomszédos orszagok szine kiillonb6z6
legyen.

Hazi feladatok
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3.

Legyen a 100 csucsu, egyszerli G grafnak X egy 52 pontbdl all6 fiiggetlen ponthalmaza és legyenek x,y és z
kiilonboz6 X-beli csticsok. Tartalmazhat-e a G + zy + yz + zx graf teljes parositast?

(a) Jelolje A(G) a G graf maximalis fokszamat, 7(G) pedig a lefogd pontok minimélis szamét. Bizonyitsuk be,
hogy A(G) - 7(G) = |E(G)].

(b) Jelolje w(G) a G graf egyik maximalis klikkjének méretét, azaz G komplementerének fiiggetlenségi szamét.
Mutassuk meg, hogy o(G) + w(G) < |V(G)| + 1.

Mutassunk olyan térképet, ahol minden orszag egy téglalap, és a térkép kiszinezéséhez nem elég 3 szin.



