Kombinatorika és grafelmélet 1.
7. gyakorlat, 2017. méarcius 23.

Paros grdafok és grdfparaméterek

Tudnivalok

Def. A G = (V, E) graf pontjainak U C V' halmaza fiiggetlen, ha U-beli pontok kozott nem fut él.
Az U halmaz lefogd, ha G — U iiresgraf, azaz G minden élének van U-beli végpontja. Az F' élhalmaz
fiiggetlen, ha dp(v) < 1 teljesiil minden v cstcsra, azaz, ha az F-beli élek diszjunktak és nincs koztiik
hurokél. Az F' élhalmaz lefogo tulajdonsagi, ha V(F') = V(G), azaz G minden pontjabol indul F-beli
¢l. Pdrositds alatt fliggetlen élhalmazt értiink, a teljes pdrositds (més néven 1-faktor) pedig az olyan
parositas, ami G minden pontjat fedi.

a(Q): fuggetlen pontok maximaélis szama; 7(G): lefogd6 pontok minimélis szdma;

v(QG): fuggetlen élek maximalis szama (maximalis parositas mérete); p(G): lefogo élek minimalis
szama.

Def. A G = (V, E) graf pdros, ha léteznek A és B diszjunkt halmazok tgy, hogy AUB =V és G
minden élének van A-beli és B-beli végpontja is.

Feladatok

1. Tegyiik fel, hogy M C E(G) egyszerre lefogo és fiiggetlen élhalmaz G-ben. Mit mondhatunk
M-r61?

2. Tegyiik fel, hogy U C V(G) egyszerre lefogd és fliggetlen ponthalmaz G-ben. Mit mondhatunk
G-r6l?

3. Igazoljuk, hogy péaros grafban nem lehet péaratlan kor. Igaz-e, hogy ha egy G graf nem tartalmaz
paratlan kort, akkor G' paros graf?

4. Bizonyitsuk be, hogy minden véges G grafra v(G) < 7(G) teljesiil. Mutassunk olyan grafot, melyre
egyenl@ség all, és olyat is, amire nem.

5. Bizonyitsuk be, hogy minden véges G grafra 2v(G) > 7(G) teljesiil. Mutassunk olyan grafot,
melyre egyenlGség all, és olyat is, amire nem.

6. Legyen G egy olyan egyszerd graf, amelynek 1000 csticsa van és minden cstcs fokszama legalabb
6. Igazoljuk, hogy v(G) > 6. (v(G) a fiiggetlen élek maximalis szamat jeldli.)

7. Hatarozzuk meg a maximalis parositas méretét az alabbi grafokban.
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8. Bizonyitsuk be, hogy ha a G péros graf 6sszefiiggs és az A osztalyaban a fokszémok kiilonbozsk,
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akkor G-nek van A-t fedd parositasa.

9. Igazoljuk, hogy ha G r-regularis paros graf és r > 1, akkor GG-nek van teljes parositasa.
10. A G irdnyitott graf minden csiicsénak ki- és befoka egyarant k > 1. Igaz-e, hogy G-nek kivélaszt-
hatok pontdiszjunkt irdnyitott korei, melyek G minden cstucsén athaladnak?
11. Bizonyitsuk be, hogy egy 2-regularis, paros grafban a kiilonb6zé teljes parositasok szama mindig
2-nek valamilyen pozitiv egész kitevGs hatvanya.

12. Igazoljuk Berge alabbi tételét. Az G graf M péarositasara pontosan akkor teljesiil az o(G) = | M|
egyenldség, ha G-ben ne vezet olyan ut két M Aaltal fedetlen pont kozott, amelynek minden
masodik éle M-beli.

Hazi feladatok

1. Minden k£ > 3 egész szamra konstruédljunk olyan grafot, amelynek pontosan k db kiilonb6z6 teljes
parositasa van.

2. Legyen a 100 cstucsi, egyszert G grafnak X egy 52 pontbol allo fiiggetlen ponthalmaza és legyenek
x,y és z kiilonbozé X-beli cstucsok. Tartalmazhat-e a G 4+ xy + yz + zx graf teljes parositast?



