Kombinatorika és grafelmélet 1.

2. gyakorlat, 2017. februar 16.
Grdafelméleti alapfogalmak, fdak, Prifer-kod

. Egy 3 x 3 méreti sakktabla négy sarkaba két vilagos és két sotét huszart allitunk tgy, hogy az

azonos szind huszarok atellenes sarkokban alljanak. Elérheté-e ebbdl az éllapotbdl a huszéarokkal
a szokasos lépéseket végezve az, hogy a tabla négy sarkaban aljanak a huszarok, de az atellenesek
kiilonboz6 szintek legyenek? (A lépéssorozat alatt egy mezdén sosem allhat egynél tobb figura.)

2. Rajzoljunk olyan egyszert grafokat, amiknek rendre 6,7, 8,9 csticsa van és minden csics foka 3.
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. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan, lényegesen kiilonbozs egyszerd grafot, melyekre rendre v = 4,

e=5,illl v=>5,e=3,ill.v=>5e="7,ill. v =5, e =8, teljesiil, ahol v jeloli a pontok szamat, e
pedig az élek szamat!
Hény 50 csicest, 1223 éli, lényegesen kiilonboz6 (paronként nem izomorf) egyszerd graf 1étezik?

. Dontsiik el, van-e olyan egyszerii graf, amelyben a pontok foka rendre 1,2,2,3,3,31ill. 1,1,2,2,3,4,4

ill. 2,3,3,4,5,6,7ill. 1,3,3,4,5,6,6.

. Bizonyitsuk be, hogy ha G tetszbleges egyszerti graf, akkor a G vagy G grafok valamelyike dssze-

fiiggd!

. Bizonyitsuk be, hogy egy tetszsleges n pontii faban a masodfoki pontok szama nem lehet pontosan

(n — 3)-mal egyenld!

. Az elére megszamozott (cimkézett) n darab pont kozé hanyféleképp huzhatunk be éleket ugy,

hogy egyszerd grathoz jussunk?

. Igazoljuk, hogy ha G véges graf, akkor paratlan fokd pontjainak szama paros. Mutassuk meg,

hogy ha G nem véges, akkor ez nem feltétleniil igaz.

Hany olyan, paronként nem izomorf, 6 ponti, Osszefiiggs, egyszerd graf létezik, melyben két
méasodfoku és négy harmadfoki pont van?

Mutassuk meg, hogy ha G egyszerid graf, akkor élei iranyithatdak tgy, hogy ne j6jjon létre iréa-
nyitott kor.

Tegyiik fel, hogy egy téglalapot véges sok téglalappal parkettaztunk. Tegytik fel tovabba, hogy a
parketta-téglalapok mindegyikének van egész hosszisagu oldala. Igazoljuk, hogy a kiparkettazott
(nagy) téglalapnak is van egész hosszisagu oldala.(*)

Igazoljuk a kovetkezd allitast. Ha T és Ty két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és e; 17 éle,
akkor létezik Th-nek egy ey éle, hogy 17 — eq + e5 és Ty — e5 + €7 is fa.

Hogy néz ki az a lehet§ legkevesebb cstcsot tartalmazd egyszerd graf, amelyben a legrovidebb
kor hossza pontosan 4 és minden pont harmadfoka?

Mutassunk a komplementerével izomorf, 5- ill. 6-pontu grafot!

Héany pontja van annak a T fanak, melyre |E(T)| = 15 - |[E(T)|?

Rajzoljuk le azt a grafot, melynek pontjai a 4 hosszt nullakbol és egyesekbdl allo sorozatok és
két cstucs akkor van éllel 6sszekdtve, ha egyik a masikbol egy ,forgatéssal” megkaphato, azaz ha
az egyik a (by, bo, b3, by) akkor a mésik a (by, b3, by, by) sorozathoz tartozd pont.

Igazoljuk, hogy ha egy dy > dy > - -+ > d,, sorozat egy egyszeri graf fokszam listaja, akkor teljesiil
ré a kovetkez§ feltétel:

n

k
» di <k(k—1)+ ) min(d,k), Vke{1,2,...n}
=1

i=k+1

(Igazabol az allitas megforditasa is igaz: ha a fenti feltétel teljesiil egy szamsorozatra, akkor van
hozza olyan egyszerii graf, melynek az adott szamsorozat a fokszam listéja.)

Mutassuk meg, hogy egy véges egyszert grafnak mindig van két azonos fokszami cstcsa.
Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges véges G grafra fennall, hogy |E(G)| > |V (G)| — ¢(G), ahol ¢(G)
a G graf osszefiiggd komponenseinek szamét jeldli.
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Mi lehet a G graf, ha A(G) < 27 (A(G) a G graf maximaélis fokszamat jeloli.)

Mutassuk meg, hogy ha egy n cstcsu teljes graf éleit kiszinezziik két szinnel, akkor biztosan
keletkezik olyan részgrafja, mely n cstcst fa, és minden éle azonos szind.

Egy fanak 8 cstucsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam?

Melyek izomorfak az alabbi grafok koziil?

Ofe)

Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan egyszeri graf, amelynek pontosan két kiilonb6z6 feszitéfaja van.

] [

Egy fa Priifer kodja (3,1,4,1,5,9,2,6). Mi a kod elkészitéséhez elsének torolt levél indexe? Mi a
kodhoz tartozo fa?

Bizonyitsuk be, hogy ha F' fa, akkor leveleinek széma legalabb akkora, mint az F-beli cstcsok
maximalis fokszama.

Izomorfak-e az alabbi graf parok?

(a)

Bizonyitsuk be, hogy ha egy fanak nincs mésod- és harmadfoku cstcsa, akkor az 6sszes csucsanak
legalabb % része levél.

Melyik fak tartoznak az alabbi Priifer-kodokhoz: (1,2, 3,4,5,6,7, 8,9, 10), (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1),
(1,2,1,3,1,4,1,5,1,6) ill. (5,4,8,2,2,2,8)7

Melyek azok a fak, melyek Priifer-kodja csupa kiilonbozé szambol all? Es melyek azok, melyeknek
csupa azonos szambol all?

Hany olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melyben a pontparok tavolsagai koziil a legnagyobb
harommal egyenls? (Két pont tévolsagan a koztiik levs legrovidebb tuton taldlhato élek szamat
értjik. )

Hany olyan fa adhaté meg n cimkézett ponton, melynek az n pont levele?

AV ={1,2,...,2n} (szamozott) pontokon hany olyan egyszerti G graf adhat6 meg, melynek
2n — 2 éle van és két egyforma méret, osszefiiggd komponenshdl all?

Hény kilonbozs olyan fa adhaté meg az 1,2,...,8 cimkézett csucsokon, ami az {1,2}, {3,4},
{5,6}, {7,8} élek koziil legalabb az egyiket nem tartamazza?

Legyen d; > dy > --- > d,, > 1. Bizonyitsuk be, hogy di,ds,...,d, egy (n cstucst) fa fokszam
sorozata akkor és csak akkor, ha d; +dy +---+d, = 2n — 2.

Bizonyitsuk be, hogy egy faban tetszGleges két leghosszabb titnak van kozos cstcsa.

Bizonyitsuk be, hogy egy faban az dsszes leghosszabb tutnak van kozos csucsa. (*)

Hazi feladatok

1.
2.

Adjuk meg az 6sszes dnkomplementer fat!

Hany olyan fa van a vy, v, ..., v, cstcsokon, amelynek v,vy éle?



