Kombinatorika és grafelmélet 1.

11. gyakorlat, 2017. aprilis 20.
Sikgrafok

Egy egyszeri, n > 3 csuicsu sikbarajzolt G graf minden tartomanya haromszog. Bi-
zonyitsuk be, hogy G-nek pontosan 3n — 6 éle van.

Hény csticsa van annak a sikbarajzolhaté grafnak, amit 3 haromszog-, 3 négyszog- és egy
Otszoglap hatarol?

. Tetsz6leges G sikbarajzolt gréafra legyen n(G) a csicsok, e(G) az élek, t(G) a tartoméanyok

szama. Hatdrozzuk meg az n(G) + ¢(G) — 2¢(G) mennyiség maximumat, ha G barmilyen
100 cstcsu osszefiiggd egyszerli sikbarajzolt gréaf lehet.

Igazoljuk, hogy ha G n pontt, egyszert, sikbarajzolhaté graf, akkor

a) G egyuttal téruszra is rajzolhato; b) G barmely sikbarajzolasakor ugyanannyi
tartomany keletkezik;

¢) ha G-nek 3n — 6-nél kevesebb éle van, akkor behiizhaté G-be 1j él gy, hogy tovabbra
is egyszeri, sikbarajzolhaté grafot kapjunk;

d) G-nek vagy van legfeljebb harmadfoki cstcsa vagy G tetszOleges sikbarajzolasianak
van haromszoglapja.

. Adjunk meg olyan 8 cstcst, egyszerti, sikbarajzolhaté grafot, aminek a komplementere

is sikbarajzolhato!

6. Mutassuk meg, hogy ha |[V(G)| > 11, akkor G és G egyike biztosan nem sikgraf.

7. Egy mez6n k hiaz és k kut all. Minden héztdl pontosan 4 (kiilonbo6z6) kuthoz vezet it
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(méghozza kozvetleniil, vagyis méds hézak vagy kutak érintése nélkiil). Mutassuk meg,
hogy biztosan van két olyan 1ut, amelyek keresztezik egymast!

Bizonyitsuk be, hogy minden sikbarajzolt G graf 3-0sszefiiggdvé tehetd tovabbi élek be-
huzasaval a sikbarajzoltsag megtartasa mellett. Igazoljuk, hogy ha G sikbarajzolt és
minden lapja haromszog, akkor G 3-6sszefiiggo.

Mutassuk meg, hogy ha egy G egyszert sikgrafban a legrovidebb kor hossza ¢, akkor
[E(G)] < 75(n = 2).
Egy 20-cstcsi poliédernek 12 lapja van, mindegyik k oldali sokszog. Mennyi a k értéke?

Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszog és minden pontban pontosan
harom lap talalkozik. Mennyi a négyszog- és nyolcszoglapok szamanak kiilonbsége?

Sikbarajzolhatok-e a K¢, K49, K43, K5 — e, K33 — e, Cy grafok? Hét az aldbbiak?

6 b5 Ty B

Bizonyitsuk be, hogy minden egyszerii sikbarajzolhato grafban

a) a minimélis fokszdm legfeljebb 5;

b) ha a minimélis fokszdm 5, akkor legaldbb 12 6t6dfokd pont van.

Egy grafban minden pont foka legfeljebb 3, és minden kéore legfeljebb 5 hosszi. Mutassuk
meg, hogy a graf sikgraf!

Jeldlje cr(G) a G graf sikra valé lerajzolasakor 1étrejove élkeresztezések lehetséges mi-
nimélis szdmat. Mennyi cr(K, 4) értéke? Mennyi cr(Kg)?

Bizonyitsuk be hogy cr(Ks5) > 11.
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Mutassuk meg, hogy a K7 és a K, 4 grafok mindegyike téruszra rajzolhatd. Bizonyitsuk
be, hogy ha G sikbarajzolt graf, akkor G-be tetszéleges élt behtzva téruszra rajzolhatd
grafot kapunk.

Bizonyitsuk be, hogy egy 4-regularis egyszerti paros graf nem lehet sikbarajzolhato!

Mézga Aladar (A), Doktor Bubé (B) és Csérmester (C) egy sorhdzban laknak, egymads
mellett, mig a gardzsaik egy masik épiiletben, ugyancsak egymdas mellett vannak. (Ld. a
bal oldali dbrat.) Sajnos nagyon rosszban vannak, ezért Uigy szeretnének utakat épiteni
mindharom lakastél a megfelel6 garazsig, hogy az utak ne keresztezzék egymést. Vajon
lehetséges ez? (*)

Raadésul héseink nyaraldi is egy kozos kertben vannak, ahol mindenkinek sajat kapuja
van, a jobb oldali &bra szerint. Vajon itt meg tudjak épiteni az utakat a harom haztol a
megfelel6 kapukig ugy, hogy azok ne keresztezzék egymast?
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1. dbra. Mézga Aladar, Doktor Bub¢d és Csormester lakdsa és garazsa.

Mutassuk meg topolégiai mddszerrel, hogy sem a K5, sem a K3 3 nem sikbarajzolhaté. (*)

(Hanani-Tutte tétel) Egy gréafot sikeriilt gy lerajzolnunk, hogy barmely két éle paros
sokszor metszi egymaést. Bizonyitsuk be, hogy sikgraf! (*)

Hazi feladat.
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Mutassuk meg, hogy ha a G sikbarajzolt graf minden lapjat paros szamu él hatérolja,
akkor GG paros graf.

Tetsz6leges G sikbarajzolt grafra legyen n(G) a csicsok, e(G) az élek, t(G) a tartoméanyok
szdma. Hatérozzuk meg az n(G) + 2¢(G) — t(G)) mennyiség maximumat, ha G barmilyen
2017 csucsu egyszerii osszefliggd sikbarajzolt graf lehet.



